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ن�ضع بين �أيدي �أبنائنا الطلبة وزملائنا المعلمين كتاب الريا�ضيات لل�صف الثاني ع�شر  للفرعين 
الأدبي، والفندقي وال�سياحي، ان�سجامًا مع النتاجات العامة والخا�صة للمبحث، ومراعاةً لمبادئ 
والبرهان،  والتبرير  الم��سألة،  حل  مثل:  المحتوى،  �إعداد  في  العالمية  والمحتوى  العمليات  ومعايير 
�أ�سئلة  ت�شمل  متنوعة  �أ�سـاليب  با�سـتخدام  وذلك  والنمذجة،  والتمثيل،  والتوا�صل،  والربط، 
ر وناق�ش، وحل �أ�سئلة عدة ب�أكثر من طريقة، لتنمية مهارات التوا�صل الريـا�ضي،  ث، وفـكِّ تـحدَّ

والتفكير الناقـد لدى الطلبـة، و�إك�سابهم مرونة التفكير.
التو�ضيحية،  الر�سوم  با�ستخدام  المفهوم  عر�ض  على  التركيز  الكتاب  هذا  �إعداد  في  روعي 

والألوان، والأ�شكال المختلفة، مثل: تف�سير الات�صال عند نقطة هند�سيًّا.
يتكون الكتاب من خم�س وحدات موزعة على ف�صلين درا�سيين، حيث ي�ضم الف�صل الأول 

ثلاث وحدات، هي: النهايات  والات�صال، والتفا�ضل، وتطبيقات التفا�ضل.
�أما الف�صل الدرا�سي الثاني في�ضم وحدتي التكامل وتطبيقاته، و الإح�صاء والاحتمالات.

ون��سأل الله العلي العظيم �أن نكون قد وفّقنا في تقديم هذا الكتاب ليكون نافعًا ومفيدًا.

ب�سم الله الرحمن الرحيم
المقدمة

PB
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الدراسي
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الوحـدة
النهايات والاتصالالأولى

1

يع��د التفا���ضل والتكامل �أحد 
�أهم مح��اور الريا�ضيات الرئي�سة التي 
تعنى بحل الم�سائل التطبيقية المتنوعة 
في المج��الات الهند�سي��ة والفيزيائية 
والاقت�صادي��ة. �أم��ا اللبن��ة الأ�سا�سية 
لفهم هذا المحور فتتمثل في مو�ضوع 
النهاي��ات ال��ذي يبح��ث في �سلوك 
الاقرت�ان عندم��ا يقرت�ب المتغير �س 
من ع��دد محدد، ومو�ضوع الات�صال 
ال��ذي ي���صف منحن��ى  الاقرت�ان، 
والذي يبني� �إذا كان يوجد  ات�صال 
عند نقطة محددة �أم لا، وا�صفًا �شكل 

عدم الات�صال هند�سيًّا.

 ¢U

¢S
 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`

1

(¢S)¥
5

6

10



11

Limits and Continuity

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة �أن يكون قادرًا على:

التعبير عن  الم�ستخدمة في  النهاية وال�صيغة  •  تف�سير مفهوم 
نهاية اقتران عند نقطة.

•  ح�ساب نهاية اقتران )كثير حدود، ن�سبي، مت�شعب( بيانيًّا 
وجبريًّا.

•  تمييز نهاية اقتران عند نقطة، وقيمته عند هذه النقطة.
الحدود،  كثيرات  للاقترانات  نقطة  عند  الات�صال  درا�سة   •

والاقترانات المت�شعبة، والاقترانات الن�سبية.

11
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Limits النهايات الفصل
الأول

Û تف�سر مفهوم النهاية.
Û ت�ستخدم الرموز في التعبير عن نهاية اقتران عند نقطة.

Û تح�سب نهاية اقتران )كثير حدود، ن�سبي، مت�شعب( بيانيًّا وجبريًّا.
Û تميز نهاية اقتران عند نقطة، وقيمته عند هذه النقطة.

النتاجات

مفهوم النهاية�أولًا

يمثل  الذي   )1-1( ال�شكل  على  اعتمادًا 
�أجب عن  �س +1،  الاقتران ق)�س( =  منحنى 

ال��سؤالين الآتيين:
ما القيمة التي يقترب منها الاقتران ق عندما  	)1

تقترب �س من العدد 2 من جهة اليمين؟
ما القيمة التي يقترب منها الاقتران ق عندما  	)2

تقترب �س من العدد 2 من جهة الي�سار؟

تعرفت في �صفوف �سابقة كيف تجد �صورة عدد تحت ت�أثير اقتران معين، و�ستتعرف في هذا الف�صل 
�سلوك الاقتران عندما يقترب متغيره من عدد ما ، حتى لو لـم يكن الاقتران معرفًا عند هذا العدد.

�إذا �أردت درا�سة �سلوك الاقتران ق)�س( = �س + 1 عندما تقترب �س من العدد 2، ف�أن�شئ جدولًا 
تحدد فيه قيمًا للمتغير �س حول العدد 2، بحيث يكون بع�ضها �أكبر من 2، وبع�ضها الآخر �أقل من 2، 

ثم اح�سب قيم ق)�س( المناظرة لها كما ي�أتي:

Concept of Limit

 ال�شكل )1–1(.
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2
32.52.12.012.0011.9991.91.51.11 �س

43.53.13.013.0012.9992.92.52.12ق)�س(
3

تعريف

ليكن ق اقترانًا معرفًا على فترة مفتوحة حول العدد �أ. ف�إذا اقتربت قيم الاقتران ق من العدد ل عندما 
يقترب المتغير �س من العدد �أ، ف�إن ل هي نهاية الاقتران ق عندما تقترب �س من العدد �أ، وبالرموز:

                   نهـــــــا ق)�س( = ل   
�س←�أ

�أنه عندما تقترب �س من العدد 2 من جهة اليمين )�أكبر من 2(، ف�إن ق)�س(  لاحِظ من الجدول 
تقترب من العدد 3، و�أنه عندما تقترب �س من العدد 2 من جهة الي�سار )�أقل من 2(، ف�إن ق)�س( تقترب 

من العدد 3، انظر ال�شكل )1-1(.
عندما تقترب �س من العدد 2 من جهة اليمين )�س< 2(، ف�إن ق)�س( تقترب من العدد 3 ، وبالرموز:

 نهــــــــا ق)�س( = 3 
�س←2+

وتُقرَ�أ: نهاية الاقتران ق)�س( عندما تقترب قيم �س من العدد 2 من جهة اليمين ت�ساوي 3.
وعندما تقترب �س من العدد 2 من جهة الي�سار)�س>2(، ف�إن ق)�س( تقترب من العدد3،وبالرموز:

 نهـــــــــا ق)�س( = 3 
�س←2-

وتُقرَ�أ: نهاية الاقتران ق)�س( عندما تقترب قيم �س من العدد 2 من جهة الي�سار ت�ساوي 3.
لاحِظ في هذا المثال �أن:

نهــــــــا ق)�س( = نهــــــــا ق)�س( = 3 
�س←2+                                 �س←2-

)الي�سار،  الاتجاهين  كلا  من   2 العدد  من  �س  اقتربت  كلما   3 العدد  من  تقترب  ق)�س(  �إن  �إي 
واليمين(، وبالرموز:

نهـــــــا ق )�س( = 3
�س←2
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مثال  )1(

اعتمادًا على ال�شكل )1-2( الذي يمثل منحنى الاقتران ق)�س( =  ـــــــــــــــــــــــــــ ،
جد قيمة كل مما ي�أتي ) �إن وجدت(:

1(   ق )2(
2(   نهــــــــا  ق)�س( 

�س←2+

3(   نهــــــــا  ق)�س( 
�س←2-

4(   نهـــــــا ق)�س( 
�س←2

�س2 - �س -2
�س - 2

الحل
1(  لاحِظ �أن مجال الاقتران ق هو ح - }2{ )لماذا؟(.

�إلى ذلك بر�سم دائرة �صغيرة �ضمن  �أ�شير  لذا ف�إن ق)�س( غير معرف عندما �س = 2،  وقد 
منحنى الاقتران ق عندما �س = 2

2(  نهــــــــا  ق)�س( = 3 
�س←2+

3(  نهــــــــا  ق)�س( = 3
�س←2-

4(  لاحِظ في هذا المثال �أن نهــــــــا ق)�س( = نهــــــــا ق)�س( = 3؛ �أي �إن قيم ق)�س( 
                                          �س←2+                  �س←2-

تقترب من العدد 3 كلما اقتربت قيم �س من العدد 2 من كلا الاتجاهين )الي�سار، واليمين(، 
وبالرموز:

نهـــــــا  ق)�س( = 3   
�س←2

 ال�شكل )1–2(.
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مثال  )2(

اعتمادًا على ال�شكل )1-3(  الذي يمثل منحنى الاقتران المت�شعب

جد قيمة كل مما ي�أتي ) �إن وجدت(:
1(   ق )1(

2(   نهــــــــا  ق)�س( 
�س←1-

3(   نهــــــــا  ق)�س( 
�س←1+

4(   نهــــــــا  ق)�س(
�س←1

الحل
لاحِظ �أن ق اقتران مت�شعب عندما �س = 1 , ومن ال�شكل تجد �أن:

1(  ق)1( = 2
2(  نهــــــــا  ق)�س( = 1

�س←1-

3(  نهــــــــا  ق)�س( = 3
�س←1+

4(  بما �أن نهــــــــا ق)�س( ≠ نهــــــــا  ق)�س(، ف�إننا ن�صف �سلوك منحنى الاقتران ق 
          �س←1-                             �س←1+

عندما تقترب قيم �س من العدد1 بالقول �إن النهاية غير موجودة، 
 وبالرموز:  نهـــــــا  ق)�س( غير موجودة. 

              �س←1  

1       ، �س > 1
2       ، �س = 1
3       ، �س < 1 ق)�س( = }

 ال�شكل )1–3(.
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اعتمادًا على ال�شكل  )1-4( الذي يمثل منحنى الاقتران

ق )�س( =  ــــــــــــــــــــ 	

جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
1(  ق )3(                            2(  نهــــــــا  ق)�س( 

                                                �س←3-

3(  نهــــــــا  ق)�س(             4(  نهـــــــا  ق)�س( 
�س←3+                                                               �س←3

وهذا يعني �أنه لتكون نهــــــا  ق)�س( موجودة، لا بد من وجود نهــــــا  ق)�س( و نهـــــــا ق)�س(،
+ -                           �س← �أ                       �س←�أ                                                                                     �س← �أ

و�أن تكون نهـــــــا ق)�س( = نهـــــــا ق)�س(
 + -                           �س← �أ                              �س← �أ

نهـــــــا ق)�س( = نهـــــــا ق)�س( = ل �إذا وفقط �إذا كانت نهـــــــا ق )�س( = ل
-                                                                                   �س← �أ +                 �س←�أ �س←�أ

�أما �إذا كانت نهـــــــا ق)�س( ≠ نهـــــــا ق)�س( ف�إن نهـــــــا ق)�س( غير موجودة.
-                                 �س←�أ +                  �س←�أ                      �س←�أ

1تدريب 

�س2 - 9
�س - 3

و�ضح لزميلك بالكلمات �شرط وجود نهاية اقتران عند عدد محدد.
تحدث وناقش 

 ال�شكل )4-1(.
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مثال  )3(

اعتمادًا على ال�شكل )1-5( الذي يمثل منحنى الاقتران 

جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
1(   ق )0(

2(   نهـــــــا  ق)�س( 
�س←2

3(   نهـــــــا  ق)�س( 
�س←0

الحل
نلاحظ من ال�شكل )1-5( �أن:

ق )0( = 0 	)1
نهــــــــا ق)�س( = 2 ، 	 نهــــــــا ق)�س( = 2 ،  	)2

�س←2-	                  	                        �س←2+

∴   نهـــــــا  ق)�س( = 2
      �س←2

نهــــــــا ق)�س( = 0 ،  	نهــــــــا ق)�س( = 0 ،  	)3
 �س←0-	            	                      �س←0+

∴   نهـــــــا  ق)�س( = 0
    �س←0

-�س       ، �س > 0
�س          ، �س ≤ 0  ق)�س( = }

 ال�شكل )1–5(.
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2تدريب 

اعتمادًا على ال�شكل )1-6( الذي يمثل منحنى الاقتران ق، 
جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:

1(  نهـــــــــا  ق)�س(
�س← -1   

2(  نهــــــــا  ق)�س( 
�س←2

3(  نهــــــــا  ق)�س( 
�س←3

مثال  )4(

اعتمادًا على ال�شكل )1-7( الذي يمثل منحنى الاقتران ق، جد كًّال مما ي�أتي:
1(   قيمة الثابت �أ، حيث نهـــــــا ق)�س( = -1

                                    �س← �أ

2(    قيمة الثابت ب، حيث
         نهــــــــا ق)�س( = 0

�س←ب

3(    قيمة الثابت جـ، حيث                                            
         نهــــــــا ق)�س( غير موجودة.              

�س←جـ

 ال�شكل )1–6(.

 ال�شكل )1–7(.
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اعتمادًا على ال�شكل )1-8( الذي يمثل منحنى الاقتران ق، 
جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:	

نهـــــــا ق)�س(        	)1
�س←2 	

الثابت �أ , حيث نهـــــــا ق)�س( = 0 	)2
�س←�أ 	                             

الثابت ب، حيث نهــــــــا ق)�س( 	)3
                                         �س←ب     

غير موجودة.  	
 

 ال�شكل )1–8(.

الحل
1(  بما �أن نهـــــــا ق)�س( = -1 ، ف�إن  نهــــــــا ق)�س( = نهــــــــا ق)�س( = -1

-                                    �س←�أ+       �س←�أ                                           �س←�أ

يتبين من ال�شكل )1-7( �أنه عندما تكون ق)�س(  -1 ف�إن قيمة �س تكون قد اقتربت 
من العدد -2 ، �إذن: �أ = -2

2(  نهــــــــا ق )�س( = 0
�س←ب

0 عندما �س  -1، ومنه ف�إن ب = -1 يتبين من ال�شكل )1-7( �أن ق)�س( 
3(  نهــــــــا ق)�س( غير موجودة، �إذن: نهــــــــا ق)�س( ≠ نهــــــــا ق)�س(

			        �س←جـ-                                  �س←جـ+  �س←جـ          

1 ،  �إذن: جـ = 1 وهذا يتحقق عندما �س 

3تدريب 
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1(  اعتمادًا على ال�شكل )1-9( الذي يمثل  منحنى الاقتران ق)�س( =  ـــــــــــــــــ ،
جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(: 

 �أ  (  ق)2( 
ب(  نهـــــــا ق)�س(

�س←2

جـ(  ق)3( 
د (  نهـــــــا ق)�س(

 �س←3

3(  اعتمادًا على ال�شكل )1-11( الذي يمثل 
       منحنى الاقتران ق، جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(: 

 �أ  (  نهـــــــا ق)�س(
�س←2 

ب(  نهـــــــا ق)�س(
�س←1

جـ(  قيمة �أ، حيث نهـــــــا ق)�س( غير موجودة. 
                              �س←�أ

د (  قيم ب، حيث نهــــــــا ق)�س( = �صفرًا.
                                     �س←ب

2(  اعتمادًا على ال�شكل )1-10( الذي يمثل منحنى
      الاقتران ق، جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(: 

 �أ  (  نهــــــــا ق)�س(
�س←0٫5

جـ(  نهــــــــا ق)�س(
�س←2- 

�س2 - 4
�س - 2

ب(  نهــــــــا ق)�س(
�س←2+

د  (  نهـــــــا ق)�س(
 �س←2

الأسئلة

 ال�شكل )1–9(.

 ال�شكل )1–10(.

 ال�شكل )1–11(.
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نظريات النهـاياتثانيًا

�إذا كان ق، هـ اقترانين معرفين على مجموعة الأعداد الحقيقية ح، وكان ل، م  عددين 
حقيقيين، حيث:

نهـــــــا ق)�س( = ل    ،    نهـــــــا هـ )�س( = م،
�س←�أ                                      �س←�أ

جد نهـــــــا )ق)�س( + هـ )�س((.
      �س←�أ

Limit Theorems

نشاط

اعتمادًا على ال�شكل )1-12( الذي يمثل منحنى كثير الحدود ق)�س( = 3، �أجب عما ي�أتي: 	)1
�أ   (  ما درجة الاقتران ق؟  ما نوعه؟

ب(  جد قيمة كل من:
نهـــــــا ق)�س(

�س←2
نهـــــــا ق)�س(

�س←0

نهــــــــا ق)�س(  
�س←-2

جـ( جد مجموعة قيم الثابت �أ، حيث 
 نهـــــــا ق)�س( = 3

          �س←�أ

د (  ماذا تلاحظ؟

نهاية  �إيجاد  ت�سهل  بالنهايات  خا�صة  بنظريات  الا�ستعانة  يتعين  ال��سؤال،  هذا  عن  للإجابة   
اقتران عند نقطة، �أو نهاية مجموع اقترانين، �أو حا�صل �ضربهما، �أو ناتـج ق�سمتهما عند نقطة، من 

دون الحاجة �إلى تمثيلها بيانيًّا. 

 ال�شكل )1–12(.
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اعتمادًا على ال�شكل )1-13( الذي يمثل منحنى الاقتران هـ )�س( = �س، �أجب عن الأ�سئلة  	)2
الآتية:

�أ   (  ما درجة الاقتران هـ ؟ ما نوعه؟
ب( جد قيمة كل من:
نهـــــــا هـ )�س(

�س←2

هـ )�س( نهـــــــا
 �س←0

 

هـ )�س( نهــــــــا
�س←-2

 ال�شكل )1–13(.جـ (  ماذا تلاحظ؟

�إذا كان �أ، جـ عددين حقيقيين، وكان:
نهـــــــا ق)�س( = جـ

 �س←�أ
1( ق)�س( = جـ  لقيم �س جميعها، ف�إن  

جـ = جـ نهـــــــا
 �س←�أ

 �أي �إن 

ق)�س( = �أ نهـــــــا
 �س←�أ

2( ق)�س( = �س ، ف�إن  

�س = �أ  نهـــــــا
 �س←�أ

 �أي �إن  

نظرية )1(

تحدث وناقش 
عِّرب بالكلمات عن النظرية )1(.

الدرجة  �أو الاقتران كثير الحدود من  الثابت  �إيجاد نهاية الاقتران  ال�سابقة على  النظرية  ت�ساعدك 
الأولى عند عدد معين. ولكن, كيف تجد نهاية مجموع اقترانين، �أو نهاية حا�صل �ضربهما عند عدد ما؟
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�إذا كانت �أ، ل، ك، �أعدادًا حقيقيةً، وكانت نهـــــــا ق)�س( = ل، نهـــــــا هـ)�س( = ك، ف�إن:
                                                                �س←�أ                            �س←�أ

نهـــــــا )ق)�س( + هـ )�س(( = نهـــــــا ق)�س( + نهـــــــا هـ )�س( = ل + ك 	)1
�س←�أ                                               �س←�أ                       �س←�أ

نهـــــــا )ق)�س( - هـ )�س(( = نهـــــــا ق)�س( - نهـــــــا هـ )�س( = ل - ك 	)2
�س← �أ                                               �س← �أ                      �س←�أ

نهـــــــا )ق)�س( × هـ )�س(( = نهـــــــا ق)�س( × نهـــــــا هـ )�س( = ل × ك 	)3
�س←�أ                                                 �س←�أ                        �س←�أ

نظرية )2(

مثال  )1(

�إذا علمت �أن نهـــــــا ق)�س( = 9، نهـــــــا هـ )�س( = -3، فجد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
               �س←1                           �س←1

1(   نهـــــــا )ق)�س( + هـ )�س(( 
 �س←1

2(  نهـــــــا )ق)�س( × هـ )�س((
�س←1

الحل
1(  نهـــــــا )ق)�س( + هـ )�س(( = نهـــــــا ق)�س( + نهـــــــا هـ )�س(

				   �س←1                     �س←1   �س←1

6 = 3- + 9 =                                                    

2(  نهـــــــا ق)�س( × هـ )�س(      = نهـــــــا ق)�س( × نهـــــــا هـ )�س(
			                �س←1                      �س←1  �س←1

27- = 3- × 9 =                                                    
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مثال  )2(

�إذا علمت �أن نهـــــــا )�س - 1( = 1، نهـــــــا )�س + 1( = 3، فجد قيمة كل مما ي�أتي:
                �س←2                                 �س←2

1(  نهـــــــا )�س2 -1(
�س←2

2(  نهـــــــا 2�س
�س←2

الحل
1(  لاحِظ �أن  �س2 - 1 = )�س - 1( )�س + 1(

∴   نهـــــــا )�س2 - 1( = نهـــــــا )�س - 1( )�س + 1(
�س←2                           �س←2 

                                    = نهـــــــا ) �س - 1( × نهـــــــا )�س + 1(  = 1 × 3 = 3
                                       �س←2                            �س←2

2(  لاحِظ �أن 2�س = )�س - 1( + )�س + 1( 
∴   نهــــــــا 2�س = نهـــــــا ))�س - 1( + )�س + 1(( 

 �س←2                �س←2

                             = نهـــــــا )�س - 1( + نهـــــــا )�س + 1(  = 1 + 3 = 4 
                                   �س←2                          �س←2

نهاية حا�صل  و�أن  الثابت،  قيمة هذا  ت�ساوي  ما  عند عدد  الثابت  الاقتران  نهاية  �أن  تعلمت 
�ضرب اقترانين عند عدد ما ت�ساوي حا�صل �ضرب نهايتي الاقترانين عند هذا العدد, فكيف تجد 

نهاية حا�صل �ضرب ثابت في اقتران عند عدد ما؟
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�إذا كانت �أ، جـ، ل �أعدادًا حقيقيةً، وكانت  نهـــــــا ق)�س( = ل، ف�إن:  
                                                    �س←�أ

نهـــــــا جـ ق)�س( = جـ × نهـــــــا ق)�س(  =  جـ × ل
 �س←�أ                                        �س←�أ

�إذا كانت نهاية كل من ق1)�س( ، ق2)�س(، ... ، قن  )�س( موجودة عند �س = �أ، ف�إن:
1(  نهـــــــا )ق1)�س( + ق2)�س( + ... + قن )�س((

 �س←�أ	

= نهـــــــا ق1)�س( + نهـــــــا ق2)�س( + ... + نهـــــــا قن )�س(
           �س←�أ                        �س←�أ                                   �س←�أ

نهـــــــا )ق1)�س( × ق2)�س( × ... × قن )�س((  	)2
 �س←�أ

= نهـــــــا ق1)�س( × نهـــــــا ق2)�س( × ... × نهـــــــا قن )�س(
     �س←�أ                         �س←�أ                                   �س←�أ

يمكن تعميم الجز�أين الأول والثالث من النظرية )2( على �أي عدد من الاقترانات وفق النتيجة الآتية:

لاحِظ من الفرع )2( للنتيجة )2( �أن:
نهـــــــا )ق)�س((ن = نهـــــــا ق)�س( × ق)�س( ×...× ق)�س( ، حيث ن عدد طبيعي.

�س←�أ                          �س←�أ

                             = نهـــــــا ق)�س( × نهـــــــا ق)�س( ×...× نهـــــــا ق)�س(
                                         �س←�أ                        �س←�أ                                  �س←�أ

                            = )نهـــــــا ق)�س((ن
                                           �س←�أ

ن من المرات

ن من المرات

1نتيجة

2نتيجة
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)3( 

)4( 

مثال 

مثال 

جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
1(   نهـــــــا �س3                     2(  نهـــــــا )�س3 + 4�س2 - 5�س - 7(   

�س←3                                         �س←2
 

جد قيمة نهـــــــا )3�س3  + 5�س + 7(
        �س←1    

الحل

الحل

نهـــــــا �س3 = )نهـــــــا �س(3 = ) 3 (3 = 27 	)1
�س←3                �س←3

نهـــــــا )�س3 + 4�س2 -5�س-7( = نهـــــــا �س3 + نهـــــــا 4�س2 - نهـــــــا5�س - نهـــــــا 7 	)2
�س←2                                               �س←2              �س←2                 �س←2               �س←2

                                                    = )نهـــــــا �س(3+ 4)نهـــــــا�س(2 - 5نهـــــــا�س - نهـــــــا 7 
                                                           �س←2                     �س←2                  �س←2            �س←2

7 = 7 - 10 - 16 + 8 =                                                   
الاقتران الوارد في المثال ال�سابق هو اقتران كثير حدود. ومن النتائج ال�سابقة يمكن �صياغة النتيجة الآتية:

بما �أن ق)�س( = 3�س3  + 5�س + 7 اقتران كثير حدود، ف�إن: 
نهـــــــا ق)�س( = ق)1( = 3)1(3 + 5)1( + 7 = 15

�س←1

�إذا كان الاقتران ق كثير حدود، ف�إن نهـــــــا ق)�س( = ق) �أ (
                                                �س←�أ

�أي �إن نهاية اقتران كثير الحدود عند عدد ما ت�ساوي قيمته عند هذا العدد، وتح�سب بالتعوي�ض المبا�شر.

3نتيجة



27

مثال  )5(
�إذا علمت �أن نهـــــــا )ق)�س( + �س +1( = 9، فجد قيمة نهـــــــا )ق)�س((2

                 �س←2                                                                       �س←2

الحل
. نجد نهـــــــا ق)�س( �أولًا

�س←2

نهـــــــا )ق)�س( + �س + 1( = 9
�س←2

نهـــــــا ق)�س( + نهـــــــا �س + نهـــــــا 1 = 9
�س←2                      �س←2             �س←2

نهـــــــا ق)�س( + 2 + 1 = 9
�س←2

∴    نهـــــــا ق)�س( = 9 - 3 = 6
           �س←2

لذا ف�إن: نهـــــــا )ق)�س((2 = )نهـــــــا ق)�س((2 = )6(2 = 36
                �س←2                               �س←2

1تدريب 
جد قيمة كل مما ي�أتي:

1(  نهـــــــــا )�س6 - 5�س2 + 4�س + 9(
�س←-1

2(  نهـــــــــا )7�س2 + 5�س( )�س2 + �س -10(
�س←-1

3(  نهـــــــــا )�س2  + 5�س(3
�س←-1

2تدريب 
�إذا كانت نهــــــــا )ق)�س( + �س3 - 3( = 5 ، فجد قيمة نهــــــــا 3)ق)�س((2

                  �س← -1                                                                        �س← -1



28

مثال  )6(

 فجد  قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
			         2( نهـــــــا ق)�س(                    1( ق)2(

				                  �س←1  

3( نهـــــــا ق)�س(                        4( نهـــــــا ق)�س(    
�س←3                                                   �س←2

الحل
لاحِظ �أن ق اقتران مت�شعب، ومنه: 

1(  ق)2( = )2(2 = 4 )لماذا؟(.

2(  نهـــــــا ق)�س( = نهـــــــا )5�س + 1( = 5 × 1 + 1= 6
		  �س←1 �س←1

3(  نهـــــــا ق)�س( = نهـــــــا �س2  = )3(2 = 9
		  �س←3 �س←3

4(  لاحِظ �أن �س = 2 هي القيمة التي يت�شعب عندها الاقتران. 
نهــــــــا ق)�س( = نهــــــــا )5�س + 1( = 5×2 + 1 = 11

�س←2-                    �س←2-

نهــــــــا ق)�س( = نهـــــــا �س2 = )2(2 = 4
�س←2+                    �س←2+

بما �أن نهــــــــا ق)�س( ≠ نهــــــــا ق)�س(، ف�إن نهــــــــا ق)�س( غير موجودة.
          �س←2-                     �س←2+                          �س←2

5�س +1       ، �س > 2
�س2                ، �س ≤ 2 �إذا كان ق)�س( = }



29

�س2 + 1        ، �س ≥ 3
4�س - 2      ، �س < 3  	�إذا كان ق)�س( = } )1

3تدريب 

 فجد  قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
			       ب( نهـــــــا ق)�س(                     �أ  ( ق)2(

				                 �س←1  

جـ( نهـــــــا ق)�س(                     د  ( نهـــــــا ق)�س(    
�س←4                                                 �س←3

	�إذا كان ق)�س( = } )2

�إذا كان ق اقترانًا مت�شعبًا، وكان الاقتران ق يت�شعب عند �س = �أ، ف�إن
نهـــــــا ق)�س( تكون موجودة �إذا كانت  نهــــــــا ق)�س( = نهـــــــا ق)�س(

- 					            �س← �أ+                              �س← �أ    �س← �أ

حيث �ص = مجموعة الأعداد ال�صحيحة، 
فجد  نهـــــــا ق)�س( )�إن وجدت(.

    �س←3

�س + 6       ، �س  �ص
4�س + 1    ، �س  �ص

مثال  )7(

�س3 + 1             ، �س > 3
20                    ، �س = 3

�إذا كان هـ )�س( = } �أ �س + 1           ، �س < 3 

وكانت نهـــــــا هـ )�س( موجودة, فما قيمة الثابت �أ ؟
       �س←3

4نتيجة
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الحل
بما �أن نهـــــــا هـ )�س( موجودة، ف�إن نهــــــــا هـ )�س( = نهــــــــا هـ )�س( 

�س←3                                            �س←3-                                   �س←3+

∴ نهــــــــا )�س3 + 1( = نهـــــــا )�أ�س + 1(
�س←3-                                            �س←3+

ومنه: )3(3 + 1  = 3�أ + 1 
                    28 = 3�أ + 1

                    27 = 3�أ
               ∴     �أ = 9

4تدريب 

وكانت نهـــــــا ق)�س( = 16، نهـــــــا ق)�س( موجودة، فما قيمة كل من الثابتين: �أ، ب؟
       �س←3                               �س←1

5�س - �أ           ، �س > 1
ب �س2 + 7      ، �س ≤1

5�س3          ، �س >�أ
40            ، �س ≤�أ

1( �إذا كان ق)�س( = }

2( �إذا كان ق)�س( = }

وكانت نهـــــــا ق)�س( موجودة، فما قيمة الثابت �أ ؟
        �س←�أ
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1( �إذا علمت �أن نهـــــــا ق)�س( = 8، نهـــــــا هـ )�س( = -2، فجد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
            �س←3                          �س←3 

�أ  (  نهـــــــا )4ق)�س( + 2هـ )�س((                   ب( نهـــــــا )ق)�س( - 2هـ )�س((
        �س←3                                                                              �س ←3 

جـ( نهـــــــا )ق)�س( × هـ )�س((                         د ( نهـــــــا 5ق)�س(
        �س←3                                                                              �س←3 

هـ( نهـــــــا )2ق)�س( + 1(                                و ( نهـــــــا ))هـ )�س((3 + 3�س - 7(
       �س←3                                                                               �س←3 

ز ( نهـــــــا )2ق)�س( + 3هـ )�س( + 2�س + 4( 
       �س←3                                                                 

2(  جد قيمة كل مما ي�أتي:
 �أ   (  نهــــــــا )3�س4  - 5�س3 + 6�س - 7(

          �س←-2   
ب(  نهـــــــا )�س2 + 1( )�س3 + 5�س - 2(

            �س←1
جـ(  نهــــــــا )�س3 + 2(5

         �س←-1
3(  �إذا كانت نهــــــــا )3ق)�س( + 2�س + 1( = 27، فجد نهـــــــــا )ق)�س((3

                �س←-2                                                                       �س←-2

4(  �إذا كانت نهـــــــا )م �س2 + 5�س +1( = 25، فما قيمة الثابت م؟
                 �س←3

�أ ( نهـــــــا ق)�س(                  ب( نهـــــــــا ق)�س(              جـ( نهـــــــا ق)�س(  
              �س←1                                             �س←-2                                        �س←0

الأسئلة

4�س+ 1         ،  �س > 0
 5 -  �س2        ،  �س ≤ 0

،  فجد قيمة كل مما ي�أتي: 5(  �إذا كان ق)�س( = }
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�س2 +1      ،   �س ≠ 3
8               ،   �س = 3

�أ �س + 4         ،   �س > 2
5�س2 + �أ         ،   �س ≤ 2

 3�س - �أ        ،  �س > 2      
10                ،  �س < 2

6(  �إذا كان هـ )�س( = }

7(  �إذا كان ق)�س( = }

9(  �إذا كان ق)�س( = }

فجد قيمة كل مما ي�أتي:
�أ ( نهـــــــا هـ )�س(        	 ب( نهـــــــا هـ )�س(     	    جـ( هـ )3(  

      �س←5                                            �س←3                

وكانت نهـــــــا ق)�س( موجودة، فما قيمة الثابت �أ ؟
               �س←2

�س2 + 1          ،  �س > 2
5�س                ،  2 ≥ �س ≥ 6  

�س2 - 6          ،  �س < 6 8(  �إذا كان ق)�س( = }

فجد قيمة كل من النهايات الآتية )�إن وجدت(:
�أ  ( نهـــــــا ق)�س(                ب( نهـــــــا ق)�س(

       �س←0                                           �س←2

جـ( نهـــــــا ق)�س(               د  ( نهـــــــا ق)�س(
         �س←4                                        �س←6

 وكانت نهـــــــا ق)�س( موجودة، فجد قيمة الثابت �أ ؟
                �س←2
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نهاية خارج قسمة اقترانينثالثًا

�إذا كان ق)�س( =                      ، فما قيمة نهـــــــا ق)�س(؟
						       �س←1       

لاحِظ �أن ق هو اقتران ن�سبي لأنه خارج ق�سمة اقترانـي كثيري حدود، هما: 2�س +1، �س2 +1، 
والنظريات التي در�ستها �سابقًا لـم تناق�ش هذه الحالة؛ لذا ف�إن نهاية هذا النوع من الاقترانات يمكن 

�إيجادها با�ستخدام النظرية الآتية:

Limit of Quotient of Two Functions

2�س + 1
�س2 + 1

�إذا كانت �أ، ل، ك �أعدادًا حقيقيةً، وكانت نهـــــــا ق)�س( = ل، نهـــــــا هـ )�س( = ك، ف�إن:
					          �س← �أ                           �س← �أ   

نهـــــــا                =                             =          حيث ك ≠ �صفرًا. 	)1
 �س←�أ  

نهـــــــا                 غير موجودة ، �إذا كان ل ≠ �صفرًا ، ك = �صفرًا. 	)2
 �س←�أ

نظرية

هـ )�س(
ق)�س(

هـ )�س(
ق)�س(

نهـــــــا ق)�س(
�س←�أ

نهـــــــا هـ )�س(
�س←�أ

ل
ك

مثال  )1(

�إذا علمت �أن نهـــــــا ق)�س( = 6، نهـــــــا هـ )�س( = -2، فجد قيمة كل مما ي�أتي:
                 �س←1                           �س←1

1(  نهـــــــا                                            2( نهـــــــا 
		  	                              �س←1 هـ )�س(�س←1

ق)�س( + 3�س ق)�س(
هـ )�س( + 2
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الحل

الحل

1(  نهـــــــا                  =                               =              =  -3
           		 �س←1

2(  نهـــــــا                            =                                        =
�س←1

=                     =
∴ النهاية غير موجودة.

2 + 2-
3 + 6

0
9

ق)�س( + 3�س
هـ )�س( + 2

هـ )�س(
ق)�س(

نهـــــــا ق)�س(
�س←1

نهـــــــا هـ )�س(
�س←1

نهــــــا ق)�س( +3�س
�س←1

نهـــــــا ق)�س( + نهـــــــا 3�س
�س←1                     �س←1

نهــــــا هـ )�س( +2
�س←1

نهـــــــا هـ )�س( + نهـــــــا 2
�س←1                       �س←1

2-
6

مثال  )2(

جد قيمة النهاية في كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:

نهـــــــا                              	)1
�س←2	 

نهـــــــا 	)3
�س←1

�س2 +1
�س +3

�س  - 5 
�س + 15

5
�س - 1 

نهـــــــا 	)2
�س←5

       نهـــــــا                   =                                 =              =  1
        		         �س←2

       نهـــــــا                    =                  =             = 0
        �س←5        

نهــــــا )�س2 + 1(
�س←2

نهــــــا )�س + 3(
�س←2

5
5

20
0 5 - 5

15 + 5

�س2 + 1
�س + 3

�س  - 5 
�س + 15

)1

)2

عند تعوي�ض �س = 1، يتبين �أن المقام ي�صبح م�ساوياً لل�صفر، و�أن الب�سط = 5؛ لذا ف�إن النهاية غير  	)3
موجودة.
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�س2  - 25 
�س + 5

�س  + 3 
�س2 - 4

2�س  - 4 
�س + 3

�س2 - 1 
�س + 3

1تدريب 

جد قيمة النهاية لكل مما ي�أتي )�إن وجدت(:

نهـــــــا 	)1
�س←1 

نهـــــــا 	)3
�س←2

نهـــــــا 	)2
�س←2

نهـــــــا 	)4
�س←3

الن�سبي �صفرًا لكل من  الاقتران  بقيمة �س في  المبا�شر  التعوي�ض  ناتج  الأحيان يكون  بع�ض  في 
يُكتب الاقتران على  لذا  بعينه؛  ت�ساوي عددًا  القيمة معينة لأنها لا  تعد هذه  الب�سط والمقام، ولا 

�صورة مكافئة با�ستخدام �إحدى الطرائق الآتية:

�إلى العوامل، ال�ضرب في مرافق الجذر التربيعي، توحيد المقامات، ثم تُ�ستخدم نظريات  التحليل 
النهايات كما في الأمثلة الآتية:

مثال  )3(

جد نهـــــــا                             
�س←2	 

الحل
ناتج التعوي�ض المبا�شر لكل من الب�سط والمقام �صفر، وكل منهما كثير حدود؛ لذا نحلل الب�سط 

ب�إخراج 5�س عامًال م�شتركًا.

5�س2 - 10�س
�س - 2

لاحِظ �أنه يمكن اخت�صار )�س-2(؛ لأنه عندما �س تقترب من 2،  �س -2 ≠ �صفرًا.

5�س2  -10�س
�س - 2

5�س  )�س - 2(
�س - 2 

نهـــــــا 
�س←2

نهـــــــا 
�س←2

نهـــــــا 5 �س = 10
�س←2 ==

1

1
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مثال  )4(

جد قيمة كل مما ي�أتي:  

الحل

1(  لاحِظ �أنه لا يمكن ا�ستخدام نظريات النهايات في �إيجاد قيمة النهاية في الفرعين )لماذا؟(.

 )2

�س - 2
�س3 - 8 �س2 + 5�س + 6

�س2  - 9

)�س-2()�س2+2�س + 4(
�س-2

نهــــــــا 
�س←-3

نهـــــــا 
�س←2

نهــــــــا 
�س←-3

نهـــــــا 
�س←2

نهـــــــا 
�س←2

نهــــــــا
�س←-3

=

=

= 12 =

)لماذا؟(.

==

=

نهـــــــــا                              	)1
�س←-3	 

نهـــــــا 	)2
�س←2

)�س-3(
)�س+2( �س2 + 5�س + 6

�س2  - 9
)�س+3()�س+2(
)�س-3()�س+3(

6-
1-

6
1

)�س-2()�س2 + 2�س + 4(
�س -2

�س2  + 3�س 
�س + 3

�س4  + 27�س 
�س + 3

�س2  - 2�س 
5�س - 10

2تدريب 

جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:

نهــــــــا                              	)1
�س←-3	 

نهــــــــا      	)3
�س←-3

نهـــــــا 	)2
�س←2

نهـــــــا 	)4
�س←3

�س2- 6�س + 9
�س2 - 9

�س - 2
�س3 - 8

1

1

1

1
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مثال  )5(

جد نهـــــــا                             
�س←1	 

الحل

�س - 1
�س  - 1 

�س - 1= 0،  نهـــــــا �س - 1 = 0، ف�إنه لا يمكن ا�ستخدام نظريات النهايات. بما �أن نهـــــــا  
			      �س←1     �س←1

؛ �س - 1(  هو   )   �س + 1( ولأن مرافق  ) 

 )لماذا؟(.
                    

ف�إنه يُ�ضرب في المقدار:  

2
1

)�س -  1(
1�س -  1 

نهـــــــا                             
�س←1	 

نهـــــــا                             
�س←1	 

نهـــــــا                             
�س←1	 

نهـــــــا                             
�س←1	 

=

= =

*

=

حُلَّ مثال )5 ( بطريقة �أخرى م�ستخدمًا تحليل المقدار )�س - 1( فرقًا بين مربعين.

3�س - 15
�س - 2�س +20 - 5

3تدريب 

جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:

نهـــــــا                              	)1
�س←5	 

نهـــــــا 	)2
�س←2

�س + 2 - 2

)   �س + 1(
)   �س + 1(

)   �س + 1( )   �س + 1(

)   �س + 1(
)   �س + 1(

�س - 1
�س - 1

�س - 1
�س - 1

فكر وناقش 

1

1
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�س + 1

4تدريب 

مثال  )6(

الحل
لا يمكن ا�ستخدام نظريات النهايات )لماذا؟(.

لاحِظ �أن الب�سط يمثل عملية طرح ك�سور؛ لذا يجب توحيد المقامات في الب�سط:

جد نهـــــــا                             
�س←2	 

جد نهـــــــا                             
�س←2	 

نهـــــــا                             
�س←2	 

نهـــــــا                             
�س←2	 

2�س - 4
�س
1

2
1 -

�س - 2
�س+1

1
3
1 -

2�س)2�س-4(

2�س - 4
�س
1

2
1 -

2�س - 4
2�س

2 - �س
=

) لماذا )-1(؟ (.

نهـــــــا                             
�س←2	 

نهـــــــا                             
�س←2	 

نهـــــــا                             
�س←2	 

2 - �س

4�س
1-

8
1-

=

=

==

4�س)�س-2(
2 - �س

1

1-
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�إذا كانت نهـــــــا ق)�س( = 3، نهـــــــا هـ )�س( = 9، فجد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(: 	)1
        �س←2                           �س←2 

�أ  ( نهـــــــا                                             ب( نهـــــــا  
        �س←2                                                              �س←2 

جد قيمة النهاية في كل مما ي�أتي عند النقطة المبينة �إزاء كل منها )�إن وجدت(: 	)2

�س←�صفر 		  ، 		 �أ   (  ق)�س( =                     

�س←1 		  ، 		 ب(  هـ)�س( =                    

�س←4	 		   ، جـ(  ل)�س( =                  	  	

		 �س←3 		 ، 		  د (  م)�س(  =                 

�س←7 		    ، 	   		 هـ (  ك)�س( =              

�س←8 		  ، 		  و (   د)�س( =            	          

�س←7 		  ، 		         ز (  و)�س(  =                      

الأسئلة

هـ )�س( + 1
ق)�س( + �س -5

�س2 + 1
�س + 8

�س2 + 5�س
�س - 1

�س2 - 3�س - 4
12 - 3�س
�س3  - 27 

3�س2  - 9�س  

هـ )�س(
ق)�س(

2�س - 14
�س - 2

1
5
1 -

�س - 8
�س +1 - 3

�س - 7
3-   �س + 2 



40

�إذا كان ق)�س( = �س، فجد نهـــــــــا  	)3
                                                  �س←-3

�إذا علمت �أن نهـــــــا ق)�س( = -7،   نهـــــــا هـ )�س( = 2, فبِّني �أن: 	)4
			  �س←5  		      �س←5

نهـــــــا                                    = -4
       �س←5

�إذا كان ق)�س( =                  ،  فجد نهـــــــا  	)5
                                                                هـ←0

)*(  ال��سؤال من �أ�سئلة الاختبارات الدولية.

�س2  + �س - 2
�س2  - 1  6(*	 جد نهـــــــا                             

�س←1	

ق2)�س( - ق)9(
�س + 3

2ق)�س( - 3هـ)�س(
ق)�س( + �س + 7

ق)�س + هـ( - ق)�س(
هـ �س - 2 

1
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نهاية اقتران الجذر النونيرابعًا

�إذا كانت نهـــــــا ق)�س( = -8 ، فجد نهـــــــا                   + �س + 2
			        �س←1                 �س←1

يمكن الإجابة عن ال��سؤال ال�سابق با�ستخدام النظرية الآتية:

Limit of nth Root Function

�إذا كان �أ ، ل عددين حقيقيين، وكان ن عددًا طبيعيًّا، وكانت نهـــــــا ق)�س( = ل، ف�إن:
                                                                                                                �س← �أ

نهـــــــا                   =                               =
�أ �س←

و�إذا كان ن عددًا زوجيًّا ف�إنه يُ�شترط �أن تكون  ل < �صفر.                 

نظرية

مثال  )1(

�إذا كان ق)�س( =                     ، هـ )�س( =                     ، فما قيمة كل مما ي�أتي:

			 2(  نهــــــــــــا ق)�س(  نهـــــــا ق)�س( 	)1
11 		          �س←-          �س←5                    

3( نهـــــــا هـ )�س(                         4( نهــــــــــــا هـ )�س(
		         �س←-8         �س←1                    

�س + 3

ق)�س( لن ن

�س + 3 3

نهـــــــا ق)�س(  ن
�أ  �س←

يمكن القول �إن نهاية الجذر النوني لاقتران عند عدد ما ت�ساوي الجذر النوني لنهاية الاقتران عند 
هذا العدد، و�إنه �إذا كان ن عددًا زوجيًّا وجب �أن تكون نهاية الاقتران موجبة.

ق)�س( 3
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مثال  )2(

�إذا كانت نهـــــــا ق)�س( = 64، فجد قيمة كل مما ي�أتي:
                   �س←3

ق)�س(  3 	                    2(  نهـــــــا ق)�س( نهـــــــا  	)1
		                   �س←3          �س←3                    

2 = 8 3 �س + 3  = 3 نهـــــــــا ق)�س(  =  نهــــــــا 	)1
         �س←5                         �س← 5

2- =  8- 3 �س + 3 = 3 نهــــــــــا ق)�س( =  نهــــــــــــا 	)2
        �س←-11                     �س←-11

2 = 4 �س + 3 =   3(  نهـــــــــا هـ )�س( =  نهــــــــا  
         �س←1                          �س←1

4(  لاحِظ �أن ن = 2 )عدد زوجي(، نهـــــــــا )�س + 3( =  -5 )قيمة �سالبة(
						   �س←-8    

�س + 3 غير موجودة؛ نظرًا �إلى عدم وجود جذر تربيعي ∴ نهــــــــا  هـ )�س( = نهـــــــــا  
       �س←-8                      �س←-8

حقيقي للعدد ال�سالب.

8  = 64  =
  
نهـــــــا ق)�س(     

�س←3   
ق)�س(  =  نهـــــــا  	)1

�س←3   

4  = 64 3  = نهـــــــا ق)�س(      3
�س←3

 
ق)�س( = 3 نهـــــــا 	)2

�س←3                  

الحل

الحل

1تدريب 

�إذا كانت نهـــــــا ق)�س( = 24، نهـــــــا هـ )�س( = 8، فجد قيمة ما ي�أتي )�إن وجدت(:
		         �س←3           �س←3

ق)�س( - هـ )�س( + �س هـ )�س((	 نهـــــــا )
�س←3
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تن�ص النظرية على �أنه �إذا كان ن عددًا زوجيًّا، و نهـــــــا ق)�س( < �صفر، ف�إن:
							    �س← �أ     

ق)�س(  تكون موجودة. ولكن، ماذا لو كانت نهـــــــا ق)�س( = 0؟	 ن نهـــــــا
								        �س← �أ       �س← �أ

�إذا كان  ق )�س( = �س - 5، ف�إن نهـــــــا ق)�س( = 0
				       �س←5  

�س - 5  = 0 )لماذا؟(. لاحِظ �أن  نهــــــــا 
                �س←5+

�س - 5 غير موجودة )لماذا؟(. في حين نهــــــــا 
               �س←5-

�س - 5 غير موجودة. ,  ف�إن نهـــــــا  �س - 5 �س - 5  ≠ نهــــــــا  وبما �أن نهــــــــا 
			           �س←5               �س←5+                                                      �س←5-

وبوجه عام:

�إذا كانت نهـــــــا ق)�س( = �صفرًا، وكان ن عددًا زوجيًّا، ف�إن:
               �س← �أ

ق)�س( = 0 �إذا كان ق)�س( < 0 من جهتي اليمين والي�سار عند )�س = �أ(, ن نهـــــــا 
�س← �أ

وتكون غير موجودة �إذا كان ق)�س( > 0 على �إحدى جهتي )�س = �أ(، �أو كلتيهما.

مثال  )3(

جد قيمة كل نهاية من النهايات الآتية )�إن وجدت(:

	 �س - 9 		 2(  نهــــــــا  �س - 9 نهــــــــا  	)1
		         �س←9-          �س←9+                    

	
)�س - 9(2

4
		 4(  نهـــــــا �س - 9 نهـــــــا  	)3
		         �س←9          �س←9                    
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�س - 9  = 0 	�إذا كان �س←9+ ,  ف�إن �س - 9 <0،  ومنه:  نهــــــــا  )1
					              �س←9+   

�س - 9 غير موجودة. 	�إذا كان �س←9- , ف�إن �س - 9 >0،  ومنه: نهــــــــا  )2
					           �س←9-   

�س - 9 غير موجودة. �س - 9 غير موجودة, ف�إن نهـــــــا  بما �أن  نهــــــــا  	)3
					   �س←9        �س←9-

لا	حِظ �أن )�س - 9(2  <0 عندما تكون �س < 9، وعندما تكون �س > 9 )4

0 = 
)�س - 9(2 4        ومنه: نهـــــــا

     �س←9

الحل

2تدريب 

جد نهاية كل اقتران من الاقترانات الآتية )�إن وجدت(:

�س2  			    2(  نهـــــــــا   2�س + 1  نهـــــــا  	)1
		                         �س←-1          �س←4                    

�س - 1   �س - 1                   	    4( نهـــــــا  4 3( نهـــــــا 
		                         �س←1+        �س←1-                    

2�س   �س - 1                     	     6( نهـــــــا 4 5( نهـــــــا 
		                          �س←0        �س←1                    

ق)�س(  تكون دائمًا غير ن ادَّ عى خالد �أنه �إذا كانت نهـــــــا ق)�س( = �صفرًا، ف�إن نهـــــــا 
			       �س←�أ	                                   �س←�أ 

عائه معززًا �إجابتك بالأمثلة. موجودة. ناقِ�ش �صحة ادِّ

فكر وناقش 
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1( �إذا علمت �أن نهـــــــا ق)�س( = -64، فجد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:
            �س←3                         

ق)�س(  3 �أ  (  نهـــــــا
        �س←3  

ق)�س(             ب( نهـــــــا
        �س←3          

ق)�س( + �س2  + 5�س - 3( 3 جـ( نهـــــــا ) 
        �س←3   

ق)�س(      + �س - 5(
2 5 د( نهــــــــا )

      �س←3                                                                 

2(  جد قيمة كل مما ي�أتي )�إن وجدت(:

�س - 3   �أ   (  نهـــــــــا 
          �س←3+   

+ �س2  - 4( 3 - �س 3 ب  (  نهــــــــــا )
            �س←-5

4 - �س2  3 جـ ( نهـــــــــا 
         �س←-2

4 - �س2  4  د ( نهــــــــا 
        �س←2

الأسئلة
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Continuity الاتصال الفصل
الثاني

Û تف�سر مفهوم الات�صال عند نقطة هند�سيًّا.
Û تبحث ات�صال اقتران كثير حدود، ومت�شعبًا، ون�سبيًّا عند نقطة.

Û تطبق نظريات الات�صال في بحث الات�صال عند نقطة لمجموع اقترانين، �أو الفرق بينهما، �أو حا�صل �ضربهما.
Û تحدد نقاط عدم الات�صال لاقترانات ن�سبية.

النتاجات

الاتصال عند نقطة�أولًا

ل ال�شكل )1-14(، ثم �أجب عن ال��سؤال الذي يليه: ت�أمَّ

Continuity at a Point

 ال�شكل )1–14(.

شكل  (١-١٤ )

5 6

 (¢S)  `g

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1

¢U

¢S
 5 6

 (¢S)  ¥

 2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1

¢U

5 6

 (¢S)  ´

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1

1

¢U

5 6

 (¢S)  ∫

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1
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ماذا تلاحظ على منحنيات الاقترانات: ق، هـ، ل، م؟
يتبين من ال�شكل )1-14( �أن:

الاقتران ق غير معرف عندما �س = 2،  فـظهر انـقطاع على �صورة ثقب في منحنى الاقتران ق  	•

عندما  �س = 2
نهـــــــا هـ )�س( غير موجودة؛ لأن نهـــــــا هـ )�س( ≠ نهـــــــا هـ )�س(، فـظهرت قـفـزة فـي 	•

�س←2                                                    �س←2-                      �س←2+

       منحنى الاقتران هـ عندما �س = 2
نهـــــــا ل)�س( ≠ ل)2(؛ لذا ظهرت فجوة في منحنى الاقتران ل عندما �س = 2  	•

�س←2  

ع)2( = 2، نهـــــــا ع )�س( موجودة، نهـــــــا ع )�س( = ع )2(، ولـم يظهر انقطاع فـي  	•
                         �س←2                                    �س←2

       منحنى الاقتران ع؛ لذا يو�صف الاقتران ع ب�أنه مت�صل عندما �س = 2 
لعدم  الهند�سي  التف�سير  يـمثل  فجوة  �أو  قفزة،  �أو  ثقب،  ب�أنه  الاقتران  منحنى  في  الات�صال  عدم  ف  وَ�صْ

الات�صال في المنحنى عند قيمة �س المحددة. 

تعريف

يكون الاقتران ق مت�لص عندما �س = �أ، �إذا تحققت ال�شروط الثلاثة الآتية:
الاقتران ق معرف عندما �س = �أ ؛ �أي �إن ق) �أ ( عدد حقيقي. 	)1

نهـــــــا ق)�س( موجودة. 	)2
�س← �أ  

نهـــــــا ق)�س( = ق ) �أ (. 	)3
�س← �أ  

�أما �إذا لـم يتحقق �شرط �أو �أكثر من هذه ال�شروط, ف�إن الاقتران ق يكون غير مت�صل 
عندما �س = �أ .
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مثال  )1(

الاقتران ق اقتران مت�شعب عندما �س = 2
1(   ق معرف عندما �س = 2 ،  ق)2( = 5×2 - 5 = 5

2(   نهـــــــــا ق )�س( =  نهـــــــــا )�س2 + 1( = )2( 2 + 1 = 5
�س←2-                                        �س←2-

 نهــــــــا ق)�س( = نهـــــــــا )5�س - 5( = 5×2 - 5 = 5 
 �س←2+                                  �س←2+

 ∴ نهـــــــا ق)�س( = 5
        �س←2  

3(   نهـــــــا ق)�س( = ق)2( = 5
�س←2

بـما �أن الاقـتران ق حقق �شروط الات�صـال جميعهـا عندما �س = 2، ف�إن الاقـتران ق مت�صـل عندمـا 
�س = 2

الحل

�س2 + 1         ،  �س > 2
5 �س - 5      ،  �س ≤ 2 �إذا كان ق)�س(  = }

فابحث ات�صال الاقتران ق عندما �س = 2

ر �إجابتك.  هل الاقتران كثير الحدود مت�صل دائمًا عندما �س = �أ، حيث �أ عدد حقيقي؟ برِّ

فكر وناقش 
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1تدريب 

�س2 + 2       ،  �س > 1
3�	س         ،  1 ≥ �س >3  

�س3 - 18    ،  �س < 3 �إذا كان ق)�س( = }

فابحث ات�صال الاقتران ق عند كل مما ي�أتي:
1(  �س = 0                            2(  �س = 1                              3(  �س = 3

مثال  )2(

1(  هـ معرف عندما �س = -1 ، هـ )-1( = 4
2(  نهــــــــــا هـ )�س( = نهـــــــــا )�س + 3( = -1 + 3 = 2

        �س←-1                       �س←-1

3(  نهــــــــا هـ )�س(  ≠ هـ )-1( 
        �س←1- 

     ∴ الاقتران هـ غير مت�صل عندما �س = -1

الحل

�س + 3      ،   �س ≠ -1
4               ،   �س = -1 �إذا كان هـ )�س( = }

فابحث ات�صال الاقتران هـ عندما �س = -1

2تدريب 

�س2 -2�س    ،  �س ≠ 2
�س -2

�إذا كان ق)�س( = }          4               ،  �س = 2

فابحث ات�صال الاقتران ق عندما �س = 2
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مثال  )3(

بما �أن ق مت�صل عندما �س = 3 )القيمة التي يت�شعب عندها الاقتران(، ف�إن نهـــــــا ق)�س( 
�س← 3

موجودة؛ �أي �إن:

نهــــــــا ق)�س( = نهــــــــا ق)�س(
�س←3-                                    �س←3+

نهــــــــا )�أ �س + 7( = نهــــــــا )�س + 1(
�س←3-                                                �س←3+

3 �أ + 7    =    3 + 1
3 �أ +7     =     4

3 �أ            =    -3
∴   �أ       =    -1

الحل

�أ �س + 7    ،   �س ≥ 3
�س + 1      ،   �س < 3 �إذا كان ق )�س(  = }

وكان ق مت�ًالص عندما �س = 3، فجد قيمة الثابت �أ.

مثال  )4(

�س3 + 10      ،  �س ≠ 2

�إذا كان ق )�س(  = } �أ2�س              ،  �س = 2 

وكان ق مت�ًالص عندما �س = 2، فجد قيمة الثابت �أ.



51

مثال  )5(

بما �أن ق مت�صل عندما �س = 2 )القيمة التي يت�شعب عندها الاقتران(، ف�إن                                                                 
نهـــــــا ق)�س( = ق )2(. 

 �س←2 
نهــــــــا )�س3 + 10(  = 2�أ2

 �س←2   
                   32 + 10 = 2�أ2
	               8 1  = 2�أ2

                           9     =  �أ2
                        ∴  �أ   = 3، -3

الحل

وكان ق مت�ًالص عندما �س = 2، فجد قيمة كل من الثابتين: �أ ، ب.

2�أ�س + ب            ،   �س > 2
         8                 ،   �س = 2 
�أ �س2 + 3ب �س     ،   �س < 2 �إذا كان ق)�س( = }

بما �أن الاقتران ق مت�صل عندما �س = 2، ف�إن نهـــــــا ق)�س( = ق)2( 
						   �س←2    

∴ نهــــــــا ق)�س( = ق)2(، ومنه:  نهــــــــا )2�أ�س + ب( = ق)2(
				     �س←2-           �س←2-

�أي �إن:  4�أ + ب = 8     ..................... )1( 
ا نهــــــــا ق)�س( = ق)2(، ومنه:   نهــــــــا )�أ�س2 + 3ب �س( = ق)2(, و�أي�ضً

			           �س←2+               �س←2+

�أي �إن:  4�أ + 6ب = 8   ..................... )2(

الحل
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2�س3 + 4       ,  �س> -2
�أ �س + 6        ،  �س ≤ -2  	�إذا كان ق )�س(  = } )1

3تدريب 

 �أ�س + 3         ،  �س > 1
    7                 ،  �س = 1
	�إذا كان ق)�س( = } �س - ب          ،  �س < 1 )2

وكان الاقتران ق مت�ًالص عندما �س = -2، فجد قيمة الثابت �أ.

وكان ق مت�ًالص عندما �س = 1، فجد قيمة كل من الثابتين: �أ، ب.

المكون من  النظام  ا�ستخدام طريقة الحذف والتعوي�ض لحل  �أ، ب، يمكن  قيمة كل من:  ولإيجاد 
المعادلتين: )1( و )2( الخطيتين بمتغيرين.

            4�أ + ب = 8       
     - )4�أ + 6ب = 8( 

             -5 ب = 0   
بالتعوي�ض في المعادلة )1(: 

             ∴ ب = 0
             4 �أ + 0 =  8	

             ∴  �أ  = 2



53

يمثل  الذي   )15-1( ال�شكل  على  اعتمادًا  	)1
منحنى الاقـتران ق الـمعرف عـلى مـجموعة 
يـكون   التي  �س  قيم  الحقيقيـة، حدد  الأعـداد 

الاقتران ق عندها غير مت�صل.

الأسئلة

�س2  - 1       ،  �س > 1
2�س             ،  �س ≤ 1 	�إذا كان ق)�س( =  } )2

	�إذا كان هـ )�س( =  } )3

	�إذا علمت �أن ق) �س( = } )4

فابحث ات�صال الاقتران ق عندما �س = 1 

                    ،  �س ≠ 1
3                ،  �س = 1

5
�س + 1

�س2  + 3       ،  �س > -1 
5 - �س        ،  -1 ≥ �س > 1 

�س3 + 3       ،  �س ≤ 1

فابحث ات�صال الاقتران هـ عندما �س = 1 

فابحث ات�صال الاقتران ق عندما:
�أ  (  �س = 1                         ب(  �س = -1

وكان الاقتران ق مت�ًالص عندما �س = 3، فجد قيمة الثابت م. 

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`
1

(¢S)¥
5
6
7

 ال�شكل )1–15(.

	�إذا كان ق )�س( =  } )5
                        ،  �س ≠ 3
   م �س + 2     ،  �س = 3

3 - �س
�س - 3 



54

                                 
                                 

وكان الاقتران هـ مت�ًالص عندما �س = 2، فجد قيمة كل من الثابتين: �أ ، ب.

             
            

وكان الاقتران ل مت�لص عندما �س = 1، فجد قيمة كل من الثابتين: �أ، ب.

	�إذا كان الاقـتران ق مت�ًالص عندمـا �س = 2، وكانـت نهـــــــــا 2ق)�س( + �س = 6 ،  فـجـد )8
       �س←2

قيمة ق)2(.

	�إذا كان هـ )�س( =  } )6
�س + �أ                ،   �س > 2
     8                  ،   �س = 2 
ب �س + 6         ،   �س < 2

	�إذا كان ل )�س( = } )7
�أ �س - ب             ،    �س > 1
        4                 ،    �س = 1 
�أ�س3 + ب + 2     ،    �س < 1
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نظريات الاتصالثانيًا

�إذا كان  ق، هـ اقترانين مت�صلين عندما �س = �أ :           
هل )ق + هـ( )�س( مت�صل عندما �س = �أ ؟ 	)1
هل )ق× هـ( )�س( مت�صل عندما �س = �أ ؟  	)2

( )�س( مت�صل عندمـا �س = �أ، حيث هـ ) �أ ( ≠ 0؟  هـ
ق هل ) 	)3

Continuity Theorems

للإجابة عن هذه الأ�سئلة، يمكنك الا�ستعانة بالنظرية الآتية:

�إذا كان الاقترانان ق، هـ مت�صلين عندما �س = �أ، ف�إن: 
ق + هـ مت�صل عندما �س = �أ  	)1
ق - هـ مت�صل عندما �س = �أ 	)2

ق × هـ مت�صل عندما �س = �أ  	)3
هـ مت�صل عندما �س = �أ ، �إذا كان هـ ) �أ ( ≠ 0   

ق 	)4

نظرية

مثال  )1(

ن�ستخدم نظريات الات�صال:
نبحث ات�صال الاقتران ق عندما �س = 0 	)1

ق اقتران كثير حدود مت�صل لكل قيم �س؛ لذا فهو مت�صل عندما �س = 0

الحل

  5�س       ، �س ≥ 0
�إذا كان ق) �س( = �س3 + 5�س ،  هـ )�س( = }  �س2         ، �س < 0

وكان ل)�س( = )ق × هـ( )�س(، فابحث ات�صال الاقتران ل عندما �س = 0
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نبحث ات�صال الاقتران هـ عندما �س = 0 	)2
هـ )0( = 5 × 0 = 0

نهــــــــا )5�س( = 5 × 0 = 0
�س←0-

نهــــــــا هـ )�س( = 
�س←0-

نهــــــــا �س2 = ) 0 (2 = 0
�س←0+

نهــــــــا هـ )�س( = 
�س←0+

نهـــــــا هـ )�س( = �صفرًا. 
�س←0

نهــــــــا هـ )�س(، ف�إن 
�س←0+

نهــــــــا هـ )�س( = 
�س←0-

بما �أن 

نهــــــــا هـ )�س( = هـ )0( = 0
 �س←0

ا  و�أي�ضً

∴ هـ )�س( اقتران مت�صل عندما �س = 0

الاقتران ل مت�صل عندما �س = 0 ؛ لأنه حا�صل �ضرب اقترانين مت�صلين عندما �س = 0  	)3

1تدريب 

�س - 1          ،  �س ≥ 3
،  �س < 3 5 - �س 	  �إذا كان ق)�س( = �س2 + 2 ، هـ )�س( =  }

فابحث ات�صال )ق + هـ( عندما �س = 3 

لاحِظ �أن نظريات الات�صال ت�شترط �أن يكون كل من الاقترانين مت�لصًا عند النقطة. فماذا لو 
كان �أحد الاقترانين �أو كلاهما غير مت�صل عند هذه النقطة؟ 

للإجابة عن هذا ال��سؤال، نفذ الن�شاط الآتي:

فكر وناقش 
حُلَّ المثال )1( بطريقة �أخرى.



57

نشاط

 -3        ،   �س ≥ 2
   3         ،   �س < 2

 8          ،   �س ≥ 3
�س          ،   �س < 3

	�إذا كان  ق)�س( = �س2 - 4�س + 4 ، هـ )�س( = } )1

	�إذا كان ق)�س( = �س2 + 5 �س + 3 ، هـ )�س( = } )2

ابحث ات�صال الاقتران ق عندما �س = 2  �أ  (	
ابحث ات�صال الاقتران هـ عندما �س = 2 ب(	

ا �أن م)�س( = ق)�س( × هـ )�س( جد حا�صل �ضرب الاقترانين ق، هـ مفتر�ضً جـ(	
ابحث ات�صال الاقتران م عندما �س = 2 د  (	

ابحث ات�صال الاقتران ق عندما �س = 3  �أ  (	
ابحث ات�صال الاقتران هـ عندما �س = 3 ب(	

ا �أن ل)�س( = ق)�س( + هـ )�س( جد ناتج جمع الاقترانين ق، هـ مفتر�ضً جـ(	
ابحث ات�صال الاقتران ل عندما �س = 3 د  (	

يتبين من الن�شاط ال�سابق �أنه لا يمكن ا�ستخدام نظريات الات�صال �إذا كان �أحد الاقترانين -على الأقل- 
، ثم نبحث في �شروط الات�صال  غير مت�صل عندما �س = �أ؛ لذا نجري العملية المطلوبة على الاقترانين �أولًا

عندما �س = �أ  للاقتران الناتج.

مثال  )2(
�س2         ،  �س > 5
3�س       ،  �س ≤ 5 �إذا كان ق) �س( = �س2  + 15 ، هـ )�س( = }

م)�س( = )ق – هـ( )�س(، فابحث ات�صال الاقتران م عندما �س = 5 
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ن�ستخدم نظريات الات�صال، فنبحث ات�صال كل من الاقترانين ق، هـ  عندما �س = 5:
ق)�س( اقتران كثير حدود مت�صل لكل قيم �س؛ لذا فهو مت�صل عندما �س = 5 	)1

هـ )5( = 25  	)2
نهــــــــا �س2 = 25 

�س←5-
نهــــــــا هـ )�س( = 

�س←5-

نهــــــــا 3�س = 15 
�س←5+

نهــــــــا هـ )�س( = 
�س←5+

نهـــــــا هـ )�س( غير موجودة عندما �س = 5 
�س←5

 ∴

وهذا يعني �أن هـ غير مت�صل عندما �س = 5؛ لذا لا يمكن ا�ستخدام نظريات الات�صال، ويتعين �إيجاد 
م)�س( = )ق – هـ( )�س(:

الحل

)�س2 + 15( - �س2          ،    �س > 5
) �س2 + 15( - 3�س       ،    �س ≤ 5 

         15                       ،    �س > 5
�س2  - 3�س + 15          ،    �س ≤ 5 

)ق- هـ( )�س( =  }

∴        م)�س( =  }

والآن، يجب بحث ات�صال الاقتران م عندما �س = 5:
م)5( = )5(2- 3 × 5 + 15 = 25

نهــــــــا م)�س( = 25 
�س←5+

نهــــــــا م)�س( = 15  ،  
�س←5-

نهـــــــا م)�س( غير موجودة؛ لهذا ف�إن م غير مت�صل عندما �س = 5
�س←5

 ∴
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2تدريب 

�س2  + 6       ، �س ≥ -1
35 - �س     ، �س < -1  �إذا كان ق)�س( = �س2  + 5 ، هـ )�س( =  }

فابحث ات�صال الاقتران م)�س( = ق)�س( × هـ )�س( عندما �س =  -1

تعرفت �أن الاقتران الن�سبي هو ناتج ق�سمة اقتراني كثيري حدود. وبا�ستخدام الجزء الرابع من 
نظريات الات�صال يمكن التو�صل �إلى النتيجة الآتية:

مثال  )3(

جد قيم �س )�إن وجدت( التي يكون عندها كل اقتران مما ي�أتي غير مت�صل:
ق)�س(  =  �س2 + 5�س + 1 	)1

�س2  - 1
�س - 3 هـ )�س( =   	)2

5�س
�س2 - 1 ل)�س(  =   	)3

الاقتران الن�سبي هو اقتران مت�صل لقيم �س جميعها با�ستثناء �أ�صفار مقامه.

نتيجة

ق اقتران كثير حدود مت�صل لقيم �س جميعها؛ لذا لا يوجد له نقاط عدم ات�صال. 	)1
هـ اقتران ن�سبي مت�صل لقيم �س جميعها با�ستثناء �أ�صفار مقامه؛ لذا نجد �أ�صفار مقامه: 	)2

�س - 3 = 0  ← �س = 3
∴ هـ غير مت�صل عندما �س = 3

الحل
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3تدريب 

جد قيم �س )�إن وجدت( التي يكون عندها كل اقتران مما ي�أتي غير مت�صل:
1(  ق)�س(  = �س3  - 3�س + 8

�س - 1
�س2 + 5�س + 6 2(  هـ )�س( =  

5 - �س
�س3  - 1  3(  ل)�س(  =  

ل اقتران ن�سبي:  	)3
�س2  - 1 = 0       

 �س2  = 1 ←  �س = 1، -1
∴ ل غير مت�صل عندما �س = 1 ، �س = -1
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وكان ل)�س( = 2ق)�س( + هـ )�س(، فابحث ات�صال الاقتران ل عندما �س = 2

                                                                   

وكان ل)�س( = )ق × هـ( )�س(، فابحث ات�صال الاقتران ل عندما �س = 0

                                                                          

وكان ل)�س( = ق)�س( * هـ)�س(، فبين �أن ل)�س( مت�صل عندما �س = 3

	�إذا كان )ق + هـ( )�س( مت�ًالص عندما �س = �أ، فـهـل ن�سـتنتج �أن كلاًّ من ق، هـ  مت�صـل عنـدما  )4
ر �إجابتك.  �س = �أ ؟ بـرِّ

الأسئلة

�س + 9           ،  �س ≥ 2
5�س + 1        ،  �س < 2 	�إذا كان ق)�س( = 5�س2 + 5�س - 1 ، هـ )�س( =  } )1

�س + 4         ،  �س > 0
4 - �س3        ،  �س ≤ 0 	�إذا كان ق)�س( = 5 �س2 + 4 ، هـ )�س( =  } )2

،  �س > 3 �س     	
،  �س = 3 	    0
، �س < 3  -�س 	 	�إذا كان ق)�س( = �س2 - 9 ، هـ)�س( = } )3
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: جد قيم �س )�إن وجدت( التي لا يكون عندها كل اقتران مما ي�أتي مت�ًالص 	)5

�أ  (  ق)�س(  =  �س3  + 1 

�س - 3
�س2 - 5�س + 6 ب(  هـ )�س( =  

5
�س �س + 2   +  

�س2 - 1 جـ(  ل)�س(  =  

�س3 + 3        ،   �س > 2
6- �س          ،  �س ≤ 2 د  (  م)�س( =  }
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أسئلة الوحدة

1(	 اعتمادًا على ال�شكل )1-16( الذي يـمثل منحنى 
        الاقتران ق، جد قيمة كل مما ي�أتي:

 �أ  (  ق)2(
نهـــــــــا ق)�س(

�س←-1
ب(  

نهــــــــا ق)�س(
�س←2

جـ(  

د  (  قيم �س التي يكون عندها منحنى الاقتران ق غير مت�صل

نهــــــــا ))ق)�س((2 – �س + 2(
�س←0

هـ(  

هـ )�س( = -3، فجد قيمة كل مما ي�أتي: نهــــــــا
 �س←1

نهــــــــا )ق)�س((3 + 2 = 29، 
 �س←1

	�إذا كانت   )2

نهــــــــا )ق)�س( × هـ)�س((
 �س←1

نهــــــــا )ق)�س( + 2هـ )�س( + �س(               ب(  
 �س←1

�أ  (  

وكان الاقتران ق مت�ًالص عندما �س = 1، فجد قيمة كل من الثابتين: �أ، ب.

جد قيمة النهاية )�إن وجدت( في كل مما ي�أتي عند قيم �س المبينة �إزاء كل منها: 	)4

�س + 1 ،   �س← -1 
�س2 + 1 3 - �س +  �أ  ( ق )�س( =

�س2 - 5�س                  ،   �س←5
2�س - 10 ب( هـ )�س( =  

 ¢U
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 2
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3
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6

 ال�شكل )1–16(.

	�إذا كان ق)�س( = } )3
2�أ �س2 + ب           ،  �س > 1
 7                          ،  �س = 1
�س2 - 4ب - 6     ،  �س < 1
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5�س + 4       ، �س ≥ 1
8 + �س2         ، �س < 1 	�إذا كان ق)�س( = �س3 + 5�س ، هـ )�س( =  } )5

 ¢U
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 ال�شكل )1–17(.
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وكان ل)�س( = )ق + هـ( )�س( ، فابحث ات�صال الاقتران ل  عندما  �س = 1

،    �س ← 1
   	

�س2 - 2�س + 1
12 - 3�س  

جـ( ل)�س( =

،    �س ← 3
   		  

�س3 - 27 
�س - 3 د  ( م)�س(  = 

،    �س ← 4
2�س - 8 	   

�س -2
1

2
1 -

هـ( ك)�س( =  

�س2  - 49 	   ،    �س ← 7
3�س + 4 - 5

و ( د)�س( = 

اعتمـادًا على ال�شـكل )1-17( الـذي يـمثـل 	)6
منحـنىالاقتران ق، ابحث ات�صال الاقتران ق 

عندما  �س = 3

	�إذا كـان كـل من الاقـترانـين: ق ، هـ مـتـ�لص )7
عندما �س = 5، وكان هـ )5( = 4،

= 1، فجد ق)5(.
  

ق)�س( + �س
3 هـ )�س(   

نهــــــــا
       �س←5
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؟ �س - 3 ، فما قيم �س التي لا يكون عندها الاقتران ق مت�ًالص
�س2 - 3�س   + 1

�س 	�إذا كان ق )�س( =  )8

يتكون هذا ال��سؤال من خم�س فقرات من نوع الاختيار من متعدد، لكل فقرة �أربعة بدائل،  	)9
واحد منها فقط �صحيح. �ضع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح:

)م �س2 - 4�س + 5( = 5 ، ف�إن قيمة م هي: نهـــــــا
)1( �إذا كان م عددًا ثابتًا، وكان  �س←1

�أ (  1                     ب(  -1                   جـ(  4                     د(  - 4

)�س2 - 4(3  ت�ساوي : 
 

نهـــــــــا
�س←-1

 )2(

�أ (  -125             ب(  -27                جـ(  125               د(  27

، ف�إن قيم �س التي لا يكون عندها  الاقتران ق مت�ًالص هي: �س2  - 5�س
�س2 - 3�س + 2 )3(  �إذا كان ق )�س( = 

�أ (  }0،5{             ب(  }-5، 0{         جـ(  }1، 2{           د(  }-1، -2{  
                                             

هـ )�س( = نهـــــــا
                                                                               ،  ف�إن  �س←2

                                      

�أ (  3                     ب  (  4                    جـ(  1                     د(  غير موجودة

)ق)�س((2:
 

نهـــــــا      
�س←2 )3 ق)�س(( = 9، ف�إن قيمة نهـــــــا

)5( �إذا كانت �س←2

�أ (  9                     ب  (  81                 جـ(  27                  د(  2

)4(  �إذا كان هـ )�س( = }
�س -1      ، �س > 2 
3	      ، �س = 2
 �س2           ، �س < 2
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الوحدة
الـتـفـاضــــلالثـانيـة

2

وج��ود  حياتن��ا  في  نلاح��ظ 
مقادير ثابتة و�أخ��رى متغيرة، وقد 
تعرفت ظواهرمتغ�رية ي�ؤدي التغير 
فيه��ا �إلى تغ�ري في ظاه��رة �أخرى 

تعتمد عليها.

تتناول ه��ذه الوح��دة مفهوم 
التغ�ري هند�سيًّ��ا وفيزيائيًّا،  مع��دل 
وربط��ه بم�شتقة الاقتران، ف�لضًا عن 
قواعد متنوعة في الا�شتقاق لإيجاد 

م�شتقات اقترانات مختلفة.
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Differentiation

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة �أن يكون قادرًا على:

•  تف�سير مفهوم معدل التغير هند�سيًّا وفيزيائيًّا.
تعريف الم�شتقة لاأولى للاقتران. 	•

وقواعد  التعريف  با�ستخدام  الاقتران  م�شتقة  �إيجاد  	•
الا�شتقاق.

ا	�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة في �إيجاد الم�شتقة. •
جتا�س,  جا�س,   , �سن  الاقترانات:  م�شتقات  �إيجاد  	•

ظا�س.
�إيجاد الم�شتقات العليا لاقترانات حتى الم�شتقة الثانية. 	•

67
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The Derivative المشتقة الفصل
الأول

Û تتعرف معدل التغير.
Û تح�سب معدل التغير، وتطبقه عند حل الم�سائل.

Û تف�سر معدل التغير هند�سيًّا وفيزيائيًّا.
Û تح�سب ال�سرعة المتو�سطة.

Û تجد قيمة م�شتقة الاقتران لاأولى عند نقطة با�ستخدام تعريف الم�شتقة.
Û تجد م�شتقة الاقتران لاأولى با�ستخدام  تعريف الم�شتقة.

النتاجات

معدل التغير�أولًا

في عام 2005 م بلغت �أرباح �شركة �أجهزة كهربائية )20000( دينارٍ، وفي عام 2012م 
حققت ال�شركة �أرباحًا قدرها )34000( دينار. ما قيمة التغير في ربح ال�شركة في �أثناء هذه المدة؟ 

وما معدل التغير ال�سنوي في �أرباحها؟

نتعامل في حياتنا اليومية مع ظواهر عدة، منها الثابت مثل: درجة غليان الماء في ظروف معينة، 
وعدد �أيام لاأ�سبوع، ومنها المتغير مثل: درجات الحرارة خلال �ساعات النهار، والم�سافة المقطوعة، 

وال�سرعة والزمن. وتمتاز الظواهر المتغيرة بالزيادة �أو بالنق�صان.
 ويُرمَز �إليها 

2
 �إلى �س

1
يُعرف مقدار التغير في �س ب�أنه الفرق بين قيمتي �س عندما تتغير �س من �س

بالرمز Δ�س ، وتُقرَ�أ : )دلتا �س(؛ �أي �إن:
Δ�س = �س2 - �س1             

ومنه  ف�إن : �س2 = �سΔ + 1�س

Rate of Change
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)1( 

)2( 

مثال 

مثال 

جد Δ�س في ما ي�أتي:
�س1 = 1        ,    �س2  = 3 	)1

�س1 = 4.8    ,    �س2  = 1.7 	)2

�إذا كان ق)�س( = 2�س + 5، وتغيرت �س من �صفر �إلى 3، فما مقدار التغير في �س؟

الحل

الحل

Δ�س =  �س2 - �س1 	)1
2 = 1 - 3 =               
Δ�س =  �س2 - �س1 	)2

3.1-  = 4.8 -1.7 =               

Δ�س =  �س2 - �س1
3 = 0 - 3 =        

يتبين من المثال ال�سابق �أنه:
اً،  ف�إن ق)�س1( = ق)0( = 2)0( + 5 = 5،  �إذا كانت  �س1 = �صفر

     و�إذا كانت �س2 = 3،  ف�إن ق)�س2( = ق)3( = 2)3( + 5 = 6 + 5 = 11

فكر وناقش 
ما دلالة لاإ�شارة في مقدار التغير في �س؟
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لاحِظ �أن التغير في �س يرافقه تغير في ق)�س(، و�أنه يُرمَز �إلى التغير في ق)�س( بالرمز Δق)�س(، 
وي�ساوي ق)�س2( - ق)�س1(؛ �أي �إن:

Δق)�س( = ق)�س2( - ق)�س1(

المقدار ق)�س2(  بالرمز �ص1، و�إلى  المقدار ق)�س1(  بالرمز �ص، و�إلى  �إلى ق)�س(  �إذا رمزنا 
بالرمز �ص2 ف�إن:

Δق)�س ( = ق)�س2( - ق)�س1(

Δ�ص = �ص2 - �ص1

∴ مقدار التغير في قيمة  الاقتران ق هو:
Δق)�س( = ق)3( - ق)0(

)5 + )0(2( - )5 + )3(2( =              
6 =  5 - 11 =              

مثال  )3(

�إذا كان �ص = ق)�س( = �س2 - 3، وتغيرت �س من  �س1 = 3 �إلى �س2 = 2، فجد:
مقدار التغير في �س. 	)1

مقدار التغير في قيمة الاقتران ق)�س(. 	)2

.
Δ �س 

Δ �ص
	
)3

الحل
Δ�س = �س2  - �س1 	)1

1-  = 3 -2 =               
بما �أن ق)�س2( = �ص2  ،  ق)�س1( = �ص1، ف�إن: 	)2

Δ�ص = �ص2 - �ص1
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مثال  )4(

الحل

 

ق)�س2( - ق)�س1(
�س2 - �س1   

=
Δ �س 

Δ �ص

  

 

ق)5( - ق)-1(
)1-( - 5   =               

1 =  )2-( - 4 
)1-( - 5   =               

= ق)�س2( - ق)�س1(
= ق )2( - ق)3(

 5- = 6 - 1 = )3 - 2)3( ( - )3 - 2)2( ( =

5 = 1-
5 -  =

Δ �س 
Δ �ص 	 )3

معدل تغير الاقتران �ص = ق)�س(.
Δ �س 

Δ �ص تُ�سمّى  

تعريف

معدل تغير الاقتران �ص= ق)�س( حين تتغير �س من �س1 �إلى �س2, )�س1 ≠ �س2( هو:

ق)�سΔ + 1 �س ( - ق)�س1(.
Δ �س   

=
 

ق)�س2( - ق)�س1(
�س2 - �س1   

�ص2 - �ص1 =
�س2 - �س1  = 

Δ �س 
Δ �ص

2�س       ،  �س > 0�إذا كان ق)�س( = }                          
, فجد قيمة معدل التغير في الاقتران ق عندما   4           ،  �س ≤ 0

تتغير �س  من �س = -1 �إلى �س = 5
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1تدريب 

جد قيمة معدل التغير في الاقتران ق لكل مما ي�أتي:
عندما تتغير �س من 81 �إلى 36 �س ق)�س( =   	)1

�س3 - 5   ،  1 ≥ �س ≥ 3
6�س + 4   ، 3 > �س ≥ 7 عندما تتغير �س من 2 �إلى 24(	 ق)�س( = }                         

ق)�س( = -2 عندما تتغير �س من 1 �إلى 6،  ماذا تلاحظ؟ 	)3
ق)�س( = 2�س + 1 عندما تتغير �س من �س = 0 �إلى �س = 3،  ماذا تلاحظ؟  	)4

التف�سير الهند�سي لمعدل التغير

نشاط

اً على ال�شكل )1-2(:  اعتماد
�س  تتغير  عندما  الاقتران ق  تغير  معدل  جد  	)1

من �س1 �إلى �س2. 
ا	ح�سب ميل الم�ستقيم �أ ب. )2

ماذا تلاحظ؟ 	)3

 ال�شكل )2–1(.

ب يُ�سمّى قاطعًا لمنحنى الاقتران ق، ومنه: �أ الم�ستقيم 

�ص2 - �ص1 
�س2 - �س1 ميل القاطع =  

¢S ¢S
 ¢S

 2

¢U
 

¢U
 

 2

1

¢U1

¥
(2¢U ,2¢S) Ü

(1¢U ,1¢S) CG



73

)5( 

)6( 

مثال 

مثال 

المار  القاطع  �أ )-1, -3(, ب )2, 18(، فجد ميل  بالنقطتين:  الاقتران ق يمر  �إذا كان منحنى 
بالنقطتين: �أ ، ب.

�أب ي�ساوي  �إذا كان منحنى الاقتران ق يمر بالنقطتين: �أ )3, 7(, ب )-1, ل (، وكان ميل القاطع 
)-3(, فجد قيمة ل.

الحل

الحل

7 =
 

)3-( -18
)1-( -2 �ص2 - �ص1 = 

�س2 - �س1 ميل القاطع = 

�ص2 - �ص1 
�س2 - �س1 ميل القاطع =  

2تدريب 

�إذا كان ق)�س( = 8�س2, فجد ميل القاطع المار بالنقطتين: )0, ق)0((, )3, ق)3((.

ميل القاطع المار بالنقطتين: �أ )�س1 ، �ص1( , ب )�س2 ، �ص2( ي�ساوي معدل تغير الاقتران عندما 
تتغير �س من �س1 �إلى �س2.

 3-1-
ل - 7   =    3- 

  12   =  ل - 7
 �إذن:  ل = 19
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�إذا ق�سمنا التغير في الم�سافة )Δ ل( على مقدار التغير في الزمن )Δ ن(، ف�إننا نح�صل على ال�سرعة 
المتو�سطة ع  للج�سيم في الفترة الزمنية ]ن1،ن2[, ومنه:

 
ف)ن2( -  ف)ن1(

ن2 - ن1   
=

Δ ن  
Δ ل ع  =  

موقع الج�سيم في اللحظة ن1موقع الج�سيم في اللحظة ن2  

 ل1 = ف)ن1(ل2 = ف)ن2( 

التف�سير الفيزيائي لمعدل التغير
فًا بالقاعدة ل = ف)ن(،  �إذا تحرك ج�سيم على خط م�ستقيم بحيث كان موقعه في اللحظة ن مُعرَّ
وتغيرت ن من ن1 �إلى ن2 , ف�إن موقع الج�سيم يتغير من الموقع ل1 = ف)ن1( �إلى الموقع  ل2 = ف)ن2(، 

ويكون تغير الم�سافة هو Δ ل, انظر ال�شكل )2-2(.

 ال�شكل )2–2(.

مثال  )7(

يتحرك ج�سيم ح�سب العلاقة ف)ن( = ن2 + 3, حيث ن الزمن بالثواني، ف)ن( الم�سافة بالأمتار. 
اح�سب ال�سرعة المتو�سطة للج�سيم في الفترة الزمنية ]1، 2[ ثانية.

الحل
ن1 = 1 ثانية , ن2 = 2 ثانية.

ال�سرعة المتو�سطة للج�سيم في الفترة الزمنية ]1 ، 2[ ثانية ت�ساوي:

 
ف)ن2( -  ف)ن1(

ن2 - ن1   
ع =

            
 

ف)2( -  ف)1(
1 - 2   =    
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مثال  )8(

�إذا كان معدل تغير الاقتران ق في الفترة ]-3, 1[ ي�ساوي 2، وكان 
هـ )�س( = ق)�س( - �س2, فجد معدل تغير الاقتران هـ في الفترة ]-3, 1[.

الحل
�س1= -3,  �س2  = 1

ق)�س2( - ق)�س1(                       
�س2 - �س1 مـعدل تغـير الاقـتران ق)�س( =  

ق)1( - ق)-3(                             
)3-( - )1(   =  2                                       

ق)1( - ق)-3(  
4   =  2                                       

هـ )�س2( - هـ )�س1(       
�س2 - �س1 مـعدل تـغير الاقتران هـ )�س( =  

هـ )1( - هـ )-3(    
)3-( - )1(   =                                            

 
)ق)1( - )1(2( - )ق)-3( - )-3(2(

4   = 					      

 
ق)1( -1- ق)-3( + 9

4   = 					   

 
)3+2)1(( - )3+2)2((

1 - 2
  =    

 = 3 م/ث.
 1

4 - 7  =    
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4
9 + 1-   +

 
ق)1( - ق)-3(

4   = 					   

4
8  + 2 = 					   

4 = 2 + 2  = 					   

تدريب 

تدريب 

3

4

�إذا كان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]-1، 2[ ي�ساوي -3 ، وكان 
هـ )�س( = 2ق)�س( + 5�س , فجد معدل التغير في الاقتران هـ في الفترة ]-1، 2[.

حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.
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�إذا كان ق)�س( = 3�س - �س2, وتغيرت �س من -1 �إلى 4، فجد: 	)1
�أ  ( مقدار التغير في �س.

ب( معدل تغير الاقتران ق)�س(.

فجد معدل تغير الاقتران ق عندما تتغير �س من 1 �إلى 5.

3(  ما قيمة تغير الاقتران �ص = 3 �س3 عندما تتغير �س من �س1 = 2 بمقدار  Δ �س = -1؟

  
وكان معدل تغير الاقتران ق عندما تتغير �س من 2 �إلى 5 ي�ساوي 4, فجد قيمة الثابت �أ.

�إذا كان معدل التغير للاقتران ق في الفترة ]1، 3[ ي�ساوي 4, وكان  	)5
هـ )�س( = ق)�س( - �س, فجد معدل التغير للاقتران هـ في الفترة ]1، 3[.

�إذا كان ميل القاطع لمنحنى الاقتران ق في  	)6
       ال�ـشكل )2-3( ي�سـاوي )-1(، فـجــد

       قيمة ق)3(.

الأسئلة

 ال�شكل )2–3(.

�س2 - 2      ،  0 ≥ �س ≥ 3
2(	 �إذا كان ق)�س( = }                         2�س + 1    ،  3 > �س ≥ 7

�س2      ،  1 ≥ �س ≥ 43(	 �إذا كان ق)�س( = }                         
�أ �س     ،  3 > �س ≥ 5

¢S
 

 6

¢U
 

((3)¥,3)

(¢S)¥



78

�إذا كان ق)�س( = 3�س2, فجد ميل القاطع المار بالنقطتين: )0, ق)0(( , )2, ق)2((.  	)7

مكعب معدني تعر�ض للحرارة بحيث تغير طول �ضلعه من )1( �سم �إلى )3( �سم. جد مقدار  	)8
التغير في حجم هذا المكعب.

�إذا كانـت الـم�سافـة التي يـقطعها ج�سيم في �أثـناء �سـقوطه ر�أ�سـيًّا �إلى �أ�سـفل تعطى بالعـلاقــة  	)9
فاح�سب  بالثواني,  الزمن  بالأمتار، ن  المقطوعة  الم�سافة  ف)ن( = 10ن - 5ن2, حيث ف 

ال�سرعة المتو�سطة للج�سيم في الفترة الزمنية ]1، 3[.
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المشتقة الأولىثانيًا

تعرفت �سابقًا معدل تغير الاقتران ق, و�ستتعرف لاآن �أن نهاية معدل تغير الاقتران ق المعرف 
على الفترة ]�أ, ب[ تُ�سمّى الم�شتقة الأولى للاقتران:

�ص = ق)�س(، ويُرمَز �إليها بـالرمز قَ)�س1(.

The First Derivative

ال�شكل )2-4(  يمثل منحنى الاقتران ق, 
)�س1,�ص1(, ب)�س2,�ص2(  �أ  والنقطتان: 

واقعتان على منحنى ق)�س(. 

الـنـقطـة ب عـلى منحنى  كت  �إذا حُرِّ
لت�ـأخـذ  �أ  النـقطـة  الاقـتران ق مقـتربـة من 

�أب  لاأو�ضاع  ب1,ب2,... ف�إن القاطع 

�أب2 ,... مقتربًا  �أب1 ,  ي�أخذ لاأو�ضاع 
من و�ضع المما�س للمنحنى عند النقطة �أ.

 ال�شكل )2–4(.

ب �أ ميل القاطع  نهـــــــا
ب←�أ

�أي �إن ميل المما�س عند النقطة �أ )�س1, �ص1( = 

= قَ)�س1(
Δ�س 

Δ�ص

 
نهـــــــــا
Δ�س←0

 =   

تعلمت �سابقًا �أن ال�سرعة المتو�سطة في الفترة الزمنية من ن1 �إلى نΔ + 1ن لج�سيم يتحرك على خط 
م�ستقيم وفق العلاقة ل = ف)ن( هي ع ، وت�ساوي:

 
ف)نΔ +1ن( - ف)ن1(

Δن
  =

Δن 
Δل

ع  =   
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الم�شتقة الأولى للاقتران ق:

�إليه  �آخر نرمز  ]�أ, ب[ هي اقتران  الم�شتقة لاأولى للاقتران �ص = ق)�س( المعرف على الفترة 
بالرمز قَ)�س(، ويُقْر�أ  )ق فتحة لـ �س( ، حيث: 

؛ �شريطة وجود النهاية.
 

ق)�س + Δ�س( - ق)�س(
Δ�س نهــــــــا 

Δ�س←0
  =

Δ�س  
Δ�ص

 
نهـــــــــا
Δ�س←0

قَ)�س( = 

�أما �إذا رمزنا �إلى المقدار Δ �س بالرمز هـ ف�إن تعريف الم�شتقة لاأولى هو:  

ق)�س + هـ( - ق)�س( , 
هـ نهـــــــا

 هـ←0
قَ)�س( =  

, �صَ.
 

�ص
�س   

من رموز الم�شتقة لاأولى قَ)�س( ,

مثال  )1(

جد الم�شتقة لاأولى للاقتران ق، حيث ق)�س( = 2�س + 1 با�ستخدام التعريف.

الحل

             
 

ق)�س + Δ�س( - ق)�س(
Δ�س نهـــــــــا 

Δ�س←0
قَ)�س( =  

           
 
)2)�س + Δ�س( + 1( - )2�س + 1(

Δ�س نهـــــــــا 
Δ�س←0

  =

)في حال وجودها( تُ�سمّى ال�سرعة اللحظية للج�سيم, 
Δن 

Δل
 
نهــــــــا
Δن←0

و�أنه عندما Δن←0، ف�إن 

وهي الم�شتقة لاأولى لاقتران الم�سافة بالن�سبة �إلى الزمن ) ع = فَ)ن( (.

تعريف
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الم�شتقة لاأولى للاقتران ق عندما �س = �س1 ، حيث �س1  مجال ق، هي: 

ق)�س1+ هـ( -  ق)�س1( .
هـ نهـــــــا    

هـ←0
 =

Δ�س  
Δ�ص

 
نهـــــــــا
Δ�س←0

قَ)�س1( =  

مثال  )2(

�إذا كان ق)�س( = 6 – 5�س, فجد قَ)2( با�ستخدام التعريف.

الحل
ق)2+ هـ( - ق)2(

هـ نهـــــــا
هـ←0

قَ)2( =  

)6- 5)2+ هـ(( - )6- 5*2(  
هـ نهـــــــا

هـ←0
  = 

6-10-5هـ - 10+6 
هـ نهـــــــا

هـ←0
  = 

5-  =
هـ  

-5هـ نهـــــــا
هـ←0

  = 

تعريف

2�س + Δ 2�س + 1 -2�س -1
Δ�س نهـــــــــا 

Δ�س←0
  =

                 2 = 
Δ�س 

Δ2�س
 
نهـــــــــا
Δ�س←0

  =
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مثال  )3(

�إذا كان ق)�س( = �س2 ، فجد قَ)�س( با�ستخدام التعريف. 

الحل

تدريب 

تدريب 

1

2

�إذا كان ق)�س( = 3 + 4�س ، فجد قَ)2( با�ستخدام التعريف.

�إذا كان ق)�س( = 4�س2 - 3, فجد قَ)3( با�ستخدام التعريف.

بو�ضع ع = �س + هـ ، يمكن التعبير عن الم�شتقة لاأولى با�ستخدام التعريف ح�سب العلاقة لاآتية:

ق)ع( - ق)�س( .
ع - �س نهـــــــا 

ع←�س
قَ)�س( = 

ق)ع( - ق)�س( 
ع - �س نهـــــــا 

ع←�س
قَ)�س( =  

               
ع2 - �س2
ع - �س نهـــــــا 

ع←�س
  =

)ع - �س( )ع + �س(    
ع - �س نهـــــــا 

ع←�س
  =

ع + �س نهـــــــا
ع←�س

  =

∴ قَ)�س( = 2�س.

1

1
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مثال  )4(

�س , فجد قَ)�س( با�ستخدام التعريف. �إذا كان ق)�س( =  

الحل

ق)ع( - ق)�س(          
ع - �س نهـــــــا 

ع←�س
قَ)�س( =  

        

 
 

�س  ع - 
ع - �س  

نهـــــــا
ع←�س

 

 =

، لماذا؟
  

�س  ع + 

�س  ع +    *
  

�س  ع - 
ع - �س  

نهـــــــا
ع←�س

 

 =

 

ع - �س
) �س ع +  )ع - �س( )   

 
نهـــــــا
ع←�س

 

 =
   

�س  2
1   =

  

1
) �س ع +   (

نهـــــــا 
ع←�س

 

 = 	

يمكن حل المثال )4( بطريقة �أخرى، وذلك بتحليل ع - �س بو�صفها فرقًا بين مربعين: 

ق)ع( - ق)�س(  
ع - �س نهـــــــا 

ع←�س
قَ)�س( = 

3تدريب 

�إذا كان ق)�س( = �س3 , فجد قَ)�س( با�ستخدام التعريف.

1

1
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مثال  )5(

2�س-3 , فجد قَ)4( با�ستخدام تعريف الم�شتقة. �إذا كان ق)�س( =

الحل

 
�س    - ع

) �س   + ع  () �س   - ع  (
  

=
  

�س    - ع
ع - �س  

نهـــــــا
ع←�س

 

 =

�س   2
1

  =
  

1
) �س   + ع  (

نهـــــــا 
ع←�س

 

 = 	

1

1

ق)�س1+ هـ( -  ق)�س1(
هـ نهـــــــا

هـ←0
قَ)�س1( = 

ق)4+ هـ( - ق)4(   
هـ

نهـــــــا
هـ←0

قَ)4(   =  

 3-4*2 2)4+ هـ( -3 - 
هـ

نهـــــــا
هـ←0

 

 =  

 5 5+2هـ + 

 5 5+2هـ +   
 *  5 5+2هـ - 

هـ
نهـــــــا
هـ←0

  =  

 

5 + 2هـ - 5
) 5 5+2هـ +  هـ )

نهـــــــا
هـ←0

  =
  	

.
5
1   =

 5 2
2  =

 

2هـ
) 5 5+2هـ +  هـ )

نهـــــــا
هـ←0

  =   
2

1
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مثال  )6(

اً، فجد قَ)�س( با�ستخدام تعريف الم�شتقة، ثم جد قَ)3(. , �س ≠ �صفر
 

�س
3 �إذا كان ق)�س( = 

الحل

تدريب 

تدريب 

4

5

2�س  , �س <0 ، فجد قَ)�س( با�ستخدام تعريف الم�شتقة، ثم جد قَ)8(. �إذا كان ق)�س( = 

.) 1
2 1 ، فجد قَ)�س( با�ستخدام التعريف, ثم جد قَ)

3 , �س ≠  1
1-3�س �إذا كان ق)�س( = 

ق)ع( - ق)�س( 
ع - �س نهـــــــا 

ع←�س
قَ)�س( =  

ـــــــــــــــــــــــ  *  ـــــــــــــ           
 

نهـــــــا
ع←�س

ع - �س  =  
ع
3

�س
3 -

 
نهـــــــا
ع←�س

  =

1
)ع - �س(   *

 
3)�س -ع(

ع �س نهـــــــا 
ع←�س

  =

3-
�س2   =

  
3-

ع �س نهـــــــا 
=  ع←�س

 1
3  -  =  3

9 ومنه: قَ)3( =  - 

1-

1

3�س - 3ع
ع �س

1
ع - �س
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�إذا كان �ص = ق)�س(، وكان مقدار تغير الاقتران ق)�س( هو �س2 هـ - 2�س ه2ـ ، فجد قَ)�س(. 	)1

�إذا كان �ص = ق)�س(, وكان مقدار التغير في قيمــة الاقتران ق عندمــا تتغير �س من �س1 �إلى  	)2
�س1 + هـ  هو  Δ�ص = 4�س هـ + 2ه2ـ, فجد قيمة قَ)�س(.

با�ستخدام تعريف الم�شتقة، جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي: 	)3
			    ب(  ق)�س( = 4 - 5�س   �أ  (  ق)�س( = 6

4�س +3  		                د (  ق)�س( =   جـ(  �ص = �س2 - 2�س

  2
2�س +3 1 	 	     و (  �ص =  

2�س هـ (  ق)�س( =  - 

ا	�ستخدم تعريف الم�شتقة لاأولى عند نقطة في ح�ساب م�شتقة كل مما ي�أتي عند قيمة  �س المبينة  )4
�إزاء كل منها:

 �أ  (  ق)�س( = 3�س + 6 	    ،	     �س =  -2

		    ، 	     �س =   4 ب(  �ص = 1- �س2

جـ(  �ص = 2�س3 - 5�س + 4 	    ، 	     �س =   0 

		    ، 	     �س =  -2 2-3�س د  (  �ص =   

		    ، 	     �س =   4   2
�س-1 هـ(  �ص =  

	    ،	     �س =   1 5
4 + 3�س و (  ق)�س( = 

الأسئلة
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Differentiation Rules & Higher Order Derivatives 
قواعد الاشتقاق والمشتقات العليا  الفصل

الثاني

Û تطبق قواعد الا�شتقاق عند �إيجاد م�شتقات اقترانات معطاة.
Û ت�ستخدم قاعدة ال�سل�سلة في �إيجاد الم�شتقة. 

Û تح�سب م�شتقة الاقترانات لاآتية: جا�س, جتا�س, ظا�س.
Û تجد الم�شتقات العليا لاقترانات معطاة حتى الم�شتقة الثانية.

النتاجات

قواعد الاشتقاق�أولًا

�إذا كان ق)�س( = �س2 )2�س - 3( , فجد قَ)�س(.

Differentiation Rules

اً  �إن �إيجاد م�شتقة هذا الاقتران با�ستخدام تعريف الم�شتقة يجعل  التعامل مع لاأ�س�س الكبيرة �أمر
�صعبًا؛ لذا �ستتعرف في هذا الدر�س بع�ض القواعد التي ت�سهل عملية الا�شتقاق. 

نشاط
اً على تعريف الم�شتقة: املأ الفراغ  في الجدول لاآتي اعتماد

م�شتقة الاقترانالاقترانم�شتقة الاقترانالاقتران

- - - - - - -هـ )�س( = �س- - - - - - -ق)�س( = 5

- - - - - - -هـ )�س( = �س2- - - - - - -ق)�س( =  -4

- - - - - - -هـ )�س( = �س3- - - - - - -ق)�س( = 0.5

ماذا تلاحظ؟ماذا تلاحظ؟
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مثال  )1(

جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي: 
1(  ق)�س( =  -3                   2(  �ص = �س3                           3(  هـ )�س( = 2�س-5

 1
�س2 �س3              6(  �ص =   �س                    5(  ل)�س( =   4(  �ص =  3 

الحل
اً. قَ)�س( = �صفر 	)1

= 3�س3-1  = 3�س2
  

�ص
�س 	)2

 10-
�س6 �س-6 =   3(	 هـَ )�س( = 2)-5( �س-1-5 =  -10  

�س 
1
3   = �ص  	)4

  
�س2   3

3
1 �س  =  

2-
3  1

3 �س =  
1
31-

 
1
3  

 �ص  = 
 �س

�س  
3
2 ل)�س( =  	)5

�س
 

3
2 �س = 

1
2  

3
2 �س =  

3
21-  3

2 لَ )�س( =  

القاعدة )1(
اً. 1( �إذا كان ق)�س( = جـ , حيث جـ عدد ثابت،  ف�إن قَ)�س( = �صفر

ح. 2( �إذا كان ق)�س( = �سن, ف�إن قَ)�س( = ن �سن-1, ن 
3( �إذا كان ق)�س( = �أ * م)�س(, حيث م اقتران قابل للا�شتقاق, �أ  عدد ثابت، ف�إن:

      قَ)�س( = �أ × مَ )�س(.
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1تدريب 

جد الم�شتقة لاأولى لكل من الاقترانات لاآتية:

�س
1 2�س                              2(  �ص =  

3 - 1( ق)�س( =  

�س-6                                              4(  �ص = �س  5
3 3( �ص =  

القاعدة )2(: م�شتقة مجموع اقترانين، والفرق بين اقترانين.
�إذا كان كل من: ق, هـ اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، وكان:

1(  ل)�س( = ق)�س( + هـ )�س(، ف�إن لَ)�س( = قَ)�س( + هـَ )�س(.

2( ع)�س( = ق)�س( - هـ )�س(، ف�إن عَ )�س( = قَ)�س( - هـَ )�س(.

مثال  )2(

جد الم�شتقة لاأولى لكل من ي�أتي:
+ �س2 �س - 2�س        3( هـ )�س( =  1( ق)�س( = 5�س4 -2�س3 - �س +2        2( �ص = �س-3 

الحل
1( قَ)�س( = 20�س3 - 6�س2  - 1 

 2-
  

3-
-2 =  �س4 �س-4  3- =

 
�ص
�س   )2

�س + �س2
1
2 3(  هـ )�س( = 

 + 2�س
�س  2

1 �س + 2�س = 
1-
2

 
1
2 هـَ )�س( =  

�ص =  �س-2  	)6 
2-
�س3   =  

�س-3 �ص = -2�س-1-2  =  -2
�س  
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مثال  )3(
�إذا كان ق)�س( = 5�س3 - 4�س2 -1, فجد قَ)-2(.

الحل
، ثم التعوي�ض في القاعدة، ثم تطبيق �أولويات العمليات الح�سابية: الا�شتقاق �أولًا

قَ)�س(   = 15 �س2 - 8 �س
قَ)-2( = 15)-2(2 - 8)-2(

76 = 16 + 60 = 16 + 4 *15 =             

2تدريب 
جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي:

 
  

�س2 �ص = 2�س -  	)1

  
 

1
�س ق)�س( = 4�س3 - 5 +  	)2

القاعدة )3(: م�شتقة حا�صل �ضرب اقترانين.
�إذا كان كل من: ق, هـ اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، وكان �ص = ق )�س( × هـ )�س(، ف�إن:

= ق)�س( × هـَ )�س( + هـ )�س( × قَ)�س(؛ �أي �إن:
 

�ص
�س

م�شتقة حا�صل �ضرب اقترانين =
الاقتران لاأول × م�شتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × م�شتقة الاقتران لاأول.

بالرجوع �إلى الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س، حيث:
ق)�س( =  �س2 )2�س - 3(، ف�إن:

قَ)�س( =  الاقتران لاأول × م�شتقة الاقتران الثاني+ الاقتران الثاني × م�شتقة الاقتران لاأول.
	 =  �س2 × 2 + )2�س - 3( × 2�س

	 =  2�س2 + 4�س2 - 6�س = 6�س2 - 6�س.
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مثال  )4(

جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي:
اً. �ص = )2�س -3( )�س3 + 5( عندما  �س = �صفر 	)1

 )�س3  - 5(.
�س-3 �ص =  	)2

الحل

= الاقتران لاأول × م�شتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × م�شتقة الاقتران لاأول.
  

�ص
�س   )1

	        = )2�س - 3( × 3�س2 + )�س3 + 5( × 2

10 = 10 + 0 = 2×5 + 0×3-  =      |
 

�ص
�س

  
�س-4   × 3�س2 + )�س3 - 5( × -3

�س-3  =
 

�ص
�س    )2

 
 
15
�س4  = 

�س-4 15 + ) �س-1 3-( + 
�س-1 3 =           	

فكر وناقش 

حُلَّ الم�س�ألة ال�سابقة بطريقة �أخرى.

فكر وناقش 
1(  حُلَّ المثال )4( من دون ا�ستخدام قاعدة م�شتقة �ضرب اقترانين.

عت نور �أن الم�شتقة لاأولى للاقتران ق)�س( = �س2 )3�س3 + 5(  هي: 2(  ادَّ
عائها. قَ)�س( = 2�س )9�س2( . ناقِ�ش �صحة ادِّ

�س =0
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3تدريب 

جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي:
)3 + �س-5 �ص = )3�س2 + 7( × ) 	)1

ق)�س( = )5 - 3�س( )4�س3 + 1( عندما �س = 1 	)2
�ص = )3�س2 - 4( )�س2 - 1( 	)3

القاعدة )4(: م�شتقة خارج ق�سمة اقترانين.

, هـ )�س( ≠0, 
 
ق)�س(
هـ )�س( �إذا كان كل من: ق, هـ اقترانًا قابلًا للا�شتقاق, وكان �ص =  

؛ �أي �إن
 
هـ )�س( * قَ)�س( - ق)�س( * هـَ )�س(

)هـ)�س((2   =
  

�ص
�س ف�إن 

 
المقام * م�شتقة الب�سط - الب�سط * م�شتقة المقام .

)المقام(2 م�شتقة ق�سمة اقترانين =  

الحل

 
المقام * م�شتقة الب�سط - الب�سط * م�شتقة المقام

)المقام(2   =
 

�ص
�س

)2�س + 6( * 3�س2  - )�س3 -1(*2  
)2�س + 6(2   =   	     

4�س3 + 18�س2  + 2 .
)2�س + 6(2

  =
  

6�س3 + 18�س2 - 2�س3 + 2
)2�س + 6(2

  =   	   

مثال  )5(

�ص
�س  

, فجد 
 

�س3 -1
2�س + 6 �إذا كانت �ص =  
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نشاط
�أكمل الفراغ في الجدول لاآتي با�ستخدام قاعدة ق�سمة اقترانين:

م�شتقة الاقترانالاقتران

---------

---------

---------

ماذا تلاحظ؟ 

قابلًا  هـ )�س(  وكان  ثابت,  عدد  جـ   ,  0≠ هـ )�س(  , حيث  جـ
هـ)�س(  = كان ق)�س(  �إذا 

-جـ * هـَ )�س( .
)هـ)�س((2 للا�شتقاق, ف�إن قَ)�س( =  

نتيجة

مثال  )6(

في كل مما ي�أتي:
  

�ص
�س جد  

3�س2 + 7
2 		    2( �ص =    5-

2�س + 3 �ص =   	)1

الحل

 
10

)2�س + 3(2   =
  

2*)5-( -
)2�س + 3(2   =

  
�ص
�س  )1

= 3�س
  

6�س
2   =

  
�ص
�س  )2

�س3ق)�س( =  ـــــــ

1ق)�س( =  ــــــــــــــ
1 - 5�س

-2ق)�س( =  ــــــــــــــ
2�س + 1
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فكر وناقش 

 للاقتران في الفرع )2( من التدريب )4( ال�سابق ب�أكثر من طريقة.
 

�ص
�س جد  

4تدريب 

في كل مما ي�أتي:
 

�ص
�س جد  

              
 

�س3  - 8
�س  - 2           	           2( �ص =  

 
2�س + 5
3 - �س 1( �ص =  

  
 

11
�س3  + 6             	           4( �ص =  

 
1 - 3�س

2 3( �ص =  

5تدريب 

حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.
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جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي: 	)1

�س
3  �أ  (  ق)�س( = 6 - 2�س3                                         ب(  ق)�س( =  - 

�س5 + �س                    د (  �ص = )�س3 - 2�س( )3 - 5�س4( 3 جـ(  هـ)�س( = 2�س-0٫5  + 

	
 

�س
4 - �س2                                             و (  ق)�س( =  

 
�س2 + 1
2�س - 3 هـ(  �ص =  

ز (  ق)�س( = )�س3 + 3�س( )2 - 5�س(

جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي عند قيم �س المبينة �إزاء كل منها: 	)2
		          ,   عندما �س = -3 �أ   ( �ص = 5�س3 - 2�س2 + 1 

		          ,   عندما �س = 1 �س   3 ب( �ص = �س3 +

			          ,   عندما �س = -2 
 

3-
2 - �س  جـ( �ص = 

عندما �س = 1 
   

,
                             

2�س
5 - 4�س د  ( ق)�س( = 

هـ( ق)�س( = )4 - 6�س2( )2�س + 1(         ,   عندما �س = -2

�س     ،   عندما �س = 1
2 و ( ق)�س( = 2�س × )3 - �س2( + 

ق)1+ هـ( -  ق)1( .
هـ نهـــــــا 

هـ←0
�س , فجد قيمة  6 3( �إذا علمت �أن ق)�س( = 

�إذا كان ق)1( = 4،  قَ)1( = -2،  هـ )1( = -2،  هـَ )1( = 1 فجد: 	)4
)1( َ ) هـ

ق )1(              ب‌(  ))ق × هـ( )1((َ               جـ(  ) �أ‌  (  )ق × هـ(َ 

)1( َ َ )1(                     و (  )3ق -2هـ( َ )1(                  هـ (  )ق + هـ( ) هـ
3 د (  )

الأسئلة
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قاعدة السلسلةثانيًا

�إذا كان ق)�س( = )3�س2  + 5(-5 , فجد قَ)�س( .

Chain Rule

لا يـمكن �إيـجاد م�شتقة الاقتران ق)�س( = )3�س2 + 5(-5 با�ستخدام قواعد الا�شتقاق التي 
تعلمتها في هذا الف�صل ؛ لذا يجب ا�ستعمال قاعدة ال�سل�سلة لإيجاد م�شتقة هذا الاقتران.

مثال  )1(

�ص .
�س �إذا كان �ص = 2ع2 + 3 , ع = �س3 - 1, فجد 

الحل

 ع  = �س3 -1،  ومنه: �ص = 2)�س3 -1(2 + 3       
�ص = 2)�س6 - 2�س3 + 1( + 3 )لماذا(؟                      

�ص = 2�س6 - 4�س3 + 5

= 12�س5  - 12�س2                         
 

�ص
�س

لاحِظ �أن الاقتران �ص مكتوب بدلالة المتغير ع, و�أن المتغير ع مكتوب بدلالة المتغير �س.

باتباع الخطوات لاآتية:
  

�ص
�س يمكن �إيجاد  

.
 

�ص
ع �إيجاد   	)1

.
 

ع
�س �إيجاد   	)2

ع .
�س   × 

 
�ص
ع �إيجاد   	)3

تعوي�ض قيمة ع بدلالة �س. 	)4
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القاعدة )1(: قاعدة ال�سل�سلة.
�إذا كان �ص = ق)ع(, ع = هـ )�س(, �ص قابلًا للا�شتقاق بالن�سبة �إلى ع, ع قابلًا للا�شتقاق 

بالن�سبة �إلى �س, ف�إن:
ع .

�س  ×
 

�ص
ع �ص  =  

�س   

مثال  )2(

�ص .
�س �إذا كان �ص = م3 + 3م2 - 5,  م = 3�س + 7, فـجـد  	)1

�ص  عندما �س = 1.
�س �إذا كان �ص = ع3  + 1,  ع = 5�س - 2, فجد  	)2

الحل

�ص  = 3م2  + 6م
م   )1

م  = 3
�س       

م 
�س �ص  ×  

م �ص  =  
�س       

	         =  )3م2 + 6م( × 3
  =  9م2 + 18م

  =  9 )3�س + 7(2 + 18)3�س + 7(.

�ص  = 3ع2.
ع   )2

ع  = 5
�س       

ع 
�س �ص × 

ع �ص  =  
�س       
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	       = 3ع2 × 5
	       = 15ع2

	       = 15)5�س -2(2
135 = 9 ×15 = 2)2- 5(15 =

�ص
|�س

�س =1  
     

1تدريب 

.
�ص
|�س

�س =1  
�إذا كان �ص = ع2 +3ع  , ع = 3 - 2�س2 , فجد   

مثال  )3(

�ص .
�س �إذا كان �ص = )5 - �س2(3, فجد 

الحل
افر�ض �أن ع = 5 - �س2  ,  ومنه: �ص = ع3.

= -2�س
 

ع
�س = 3ع2  ,    

  
�ص
ع   ∴

ع
�س  ×

 
�ص
ع �ص  =  

�س       
 =  3ع2 × -2�س

 =  -6�س ع2
 =  -6�س )5 - �س2(2.

القاعدة )2(   
اً حقيقيًّا, هـ اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�إن: �إذا كان �ص =  )هـ )�س((ن , ن عدد

�ص  =  ن )هـ )�س((ن-1× هـَ )�س(.
�س  
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مثال  )4(

�ص  لكل مما ي�أتي:
�س جد 

1(  �ص = )5 - �س2(3                       2( �ص = )2�س - 7(3 عندما �س = -1

الحل

= 3)5 - �س2(2 × -2 �س
 
�ص 

�س   )1
	         = -6 �س )5 - �س2(2

= 3)2�س - 7(2 × 2
   

�ص
�س  )2

	         = 6)2�س - 7(2
�ص = 6) -2 - 7(2

|�س
�س = -1

     

486 = 2)9-( × 6 =   		

2تدريب 

. �ص
�س �إذا كان �ص = )�س2 + 4�س + 5(-2,  فجد 

مثال  )5(

   لكل مما ي�أتي:
�ص
�س جد  

�س2 + 3 3 �س3 + 1 ،  �س < -1                2( �ص =  1( �ص = 

الحل

                           
1
1( �ص = )�س3 + 1(2

 × 3�س2
1-
)�س3 + 1(2

 
1
2   =

  
�ص
�س       
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3�س2

 
1
2)�س3 + 1(2

  =  	

1
2( �ص = )�س2 + 3(3

 × 2�س
2-
)�س2 + 3(3

 
1
3   = 

 
�ص
�س       

2�س
  

2
3)�س2 + 3(3  

 =         	

3تدريب 

القاعدة )3(: م�شتقة اقتران الجذر التربيعي.
, هـ )�س( <0، هـ اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�إن: هـ )�س( �إذا كان ق)�س( = 

 م�شتقة ما داخل الجذر .
2 × الجذر نف�سه   

= 
 

هـَ )�س(
هـ )�س(  2

 قَ)�س( =  

. 
�ص
�س ,  فجد  �س2 - �س + 3 �إذا كان �ص =   	)1

. 
�ص
�س 2 - �س , فجد  3 �إذا كان �ص =  	)2

4تدريب 

حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.
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جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي: 	)1
, ع = 4�س3 - 9 ع + 1  �أ  (  �ص = 

1
4 ب(  �ص = ل3          ,  ل = 8�س  عندما �س = 

جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي: 	)2
2�س2 + 1 �أ   (  �ص =  

ب(  ق)�س( =  )3 + �س2(-3 
جـ(  م)�س(  =  )4�س + 1(3

د  (  ق)�س( =  �س-4)5 - 5�س3(2
هـ(  �ص =  )�س + 7�س-2( )9 - 5�س(4 

3( جد �صَ  لكل مما ي�أتي عند قيمة �س المبينة �إزاء كل منها:
5 + 3�س2                         ,  �س = 0 �أ   (  �ص = 

ب(  �ص = -5 )1- 3�س3(-2                  ,  �س = -1
جـ(  �ص = )�س2  - 3( )2 - 4�س3(2         ,  �س = 1
د  (  �ص = م2 + 3م -2 , م = 4 �س2       ,  �س = 2

الأسئلة



102

مشتقات الاقترانات المثلثيةثالثًا

�إذا كان ق)�س( = ظا)�س2 + 5(, فجد قَ)�س(.

Derivatives of Trigonometric 
Functions 

ا�ستخدام قواعد خا�صة  اقتران مثل الاقتران ق)�س( = جا)�س2 + 5(, يجب  لإيجاد م�شتقة 
بم�شتقة الاقترانات المثلثية؛ لذا �ستتعرف في هذا الدر�س بع�ض هذه القواعد.

القاعدة )1(: م�شتقة الاقترانات المثلثية.

�إذا كان ق)�س( = جا�س    ,  ف�إن قَ)�س( =  جتا�س. 	)1
�إذا كان ق)�س( = جتا�س   ,  ف�إن قَ)�س( =  - جا�س. 	)2

�إذا كان ق)�س( = ظا�س    ,  ف�إن قَ)�س( =  قا2�س. 	)3

مثال  )1(

�ص .
�س �إذا كان �ص = 2ظا�س - جتا�س, فجد 

الحل

= 2 قا2�س - )- جا�س(
  

�ص
�س

             = 2 قا2�س + جا�س.

. 1
جتا�س جا�س ،  قا�س =  

جتا�س تعلمت �سابقًا �أن: ظا�س =  
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مثال  )2(

 لكل مما ي�أتي:
 

�ص
�س جد 

- 4جا�س.
  

ظا�س
2 �ص =  2�س +   	)1

�ص = 3جا�س + 5جتا�س - 2ظا�س. 	)2

الحل

قا2�س - 4 جتا�س.
 

1
2   + 2 =

 
�ص
�س 	)1

= 3جتا�س + 5)- جا�س( - 2قا2�س.
 

�ص
�س 	)2

         	         = 3جتا�س - 5جا�س - 2قا2�س.

1تدريب 

جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي:

		 2(   �ص = جتا�س ظا�س. 2 + ظا�س + 2�س.
جتا�س �ص =   	)1

				 4(   �ص = �س2 ظا�س.   �ص = جا�س جتا�س. 	)3

�إذا  �إيجاد م�شتقة بع�ض الاقترانات. ولكن،  تُ�ستخدم في  التي  ال�سل�سلة  �سابقًا قاعدة  تعلمت 
ا�ستخدام قاعدة  المثال )3(، فكيف يمكنك  اقترانًا كما في  المثلثي تمثل  الزاوية في الاقتران  كانت 

ال�سل�سلة في �إيجاد م�شتقة هذا الاقتران؟
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مثال  )3(

�ص .
�س �إذا كان �ص = جا)5�س2 + 1( , فجد 

الحل
افر�ض �أن ع = 5�س2 + 1 ، ومنه: �ص = جاع.

= 10�س
  

ع
�س = جتاع  ,  

  
�ص
ع

ع
�س  ×

 
�ص
ع   =

  
�ص
�س

	  = جتاع × 10�س
	  = 10�س جتا )5�س2 + 1(.

يمكن حل المثال ال�سابق باتباع القاعدة لاآتية:

القاعدة )2(. 

�إذا كان �ص = جا)هـ )�س((،  هـ  اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�إن: 	)1

= هـَ )�س( جتا)هـ )�س((.
  

�ص
�س

�إذا كان �ص = جتا)هـ )�س((،  هـ  اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�إن: 	)2

=  - هـَ )�س( جا)هـ )�س((.
  

�ص
�س

�إذا كان �ص = ظا)هـ )�س((،  هـ  اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�إن: 	)3

=  هـَ )�س( قا2)هـ )�س((.
  

�ص
�س
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مثال  )4(

جد قَ)�س( لكل مما ي�أتي:
1( ق)�س( = ظا)�س2 + 5�س + 1(.                         2( ق)�س( = جا24�س.

الحل
قَ)�س( =  قا2)�س2  + 5�س + 1( × )2�س + 5( 	)1
	        =  )2�س + 5(  قا2)�س2  + 5�س + 1(.

ق)�س( =  )جا2�س(4 	)2
قَ)�س( =  4)جا2�س(3 × 2جتا2�س

        	        =  8جتا2�س جا23�س.

2تدريب 

لكل مما ي�أتي:
  

�ص
�س جد  

1( �ص =  ظا3�س.
2( �ص = 2جتا4�س + جا2�س - ظا)5�س + 1(.

مثال  )5(

�ص  لكل مما ي�أتي:
�س جد 

�ص =  �س ظا)�س2  + 1(. 	)1
�ص =  �س2  جا)3 - �س2(. 	)2
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الحل
تُطبَّق قاعدة م�شتقة �ضرب اقترانين:

=  �س × قا2)�س2 + 1( × 2�س + ظا)�س2 + 1( × 1
  

�ص
�س 	 )1

	         =  2�س2 قا2)�س2 + 1( + ظا)�س2 + 1(.

= �س2 × جتا)3 - �س2( × -2�س + جا)3 - �س2( × 2�س  )لماذا(؟
  

�ص
�س 	)2

	         =  -2�س3 جتا )3 - �س2( + 2�س جا)3 - �س2(.

3تدريب 

حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.

فكر وناقش 

تْ ربى الاقتران ق)�س( = ظا3)5 + �س2( على النحو لاآتي: ا�شتقَّ
قَ)�س( = 3 ظا3)5 + �س2( قا2)5 + �س2(. ناقِ�ش �صحة �إجابة ربى.
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الأسئلة

 لكل مما ي�أتي:
 

�ص
�س جد  

 �أ  (  �ص =  �س2جا�س.

.
 

جا�س
جتا�س + 1 ب(  �ص =  

جـ(  �ص =  5�س2 جتا�س - ظا�س.
د  (  �ص =  �س ظا�س + )�س2 + 1(2 .
هـ (  هـ )�س( =  ظا2 3�س + جتا�س.

 و (  �ص =  )جتا2�س(6.
 ز (  �ص =  جا)3�س + 5(.

ح (  �ص =  3جا4�س - جتا3�س - ظا2�س2.
ط (  �ص =  )جا�س - جتا�س(-2.

ي (  �ص =  جا2�س )1 - جتا�س(.
ك (  �ص =  )�س جا�س(3 ظا�س.
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المشتقات العليارابعًا

�إذا كان ق)�س( = �س2 جا�س , فجد قََ)�س(.

Higher Order Derivatives

= �صَ = قَ)�س( تُ�سمّى 
 

�ص
�س �إذا كان �ص = ق)�س( قابلًا للا�شتقاق بالن�سبة �إلى �س, ف�إن 

الم�شتقة الأولى للاقتران ق بالن�سبة �إلى �س. 

�س,  للا�شتقاق في  قابلًا  يكون  فقد  لذا  �س؛  المتغير  على  يعتمد  اقتران  هو  �أن قَ)�س(  لاحِظ 
الم�شتقة الثانية للاقتران ق)�س(،  = قَ)�س( تُ�سمّى  وعندئذٍ ف�إن م�شتقة الم�شتقة لاأولى للاقتران �صَ 

،�أو:  قََ )�س(. 2 �ص ، �أو: �صََ 

�س2 ويُرمَز �إليها بالرمز: 

= قََ ) �أ (.
�س = �أ 

=  �صََ |
2 �ص

|�س2
�س = �أ

ويُرمَز �إلى قيمة الم�شتقة الثانية عندما �س = �أ بالرمز: 

3 �ص =  �صَََ  =  قَََ )�س( (.

�س3 وب�صورة م�شابهة، نرمز �إلى الم�شتقة الثالثة بالرمز: )

ز في هذا الف�صل فقط على �إيجاد الم�شتقة الثانية. كِّ وكذا الم�شتقة الرابعة، وحتى الم�شتقة النونية، و�سنُر

مثال  )1(

�إذا كان ق)�س( = 3 - �س + 5�س2 - 7�س3 , فجد قََ )�س(.

الحل
قَ)�س( =  -1 + 10�س - 21�س2.

قََ)�س( = 10- 42�س.

مثال  )2(
جد الم�شتقة الثانية لكل مما ي�أتي:

1( ق)�س( = 6�س4 - 2�س + 1  عندما �س = -2                      2( �ص = �س جا�س + 2جتا�س
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الحل
قَ)�س(  = 24�س3 - 2 	)1

قََ)�س(  = 72�س2
قََ)-2( = 72)-2(2= 72 × 4 = 288                               

=  )�س × جتا�س + جا�س( + 2)- جا�س(   �صَ  	)2
	   =  �س جتا�س + جا�س - 2جا�س

	   =  �س جتا�س - جا�س
�صََ  =  )�س × )- جا�س( + جتا�س(( - جتا�س      

	   =  - �س جا�س + جتا�س - جتا�س
	   =  - �س جا�س.

1تدريب 

 لكل مما ي�أتي:
 

2�ص

�س2 جد 

, عندما �س = -5 
 

5
�س �س , حيث �س <0       3(  �ص =  �ص = �س2 + جتا�س       2( �ص =  	)1

مثال  )3(

- 2�س + 7 , فجد: 
 

�س2
2  

+
 

�س3
3 �إذا كان ق)�س( =  

		                2( �أ�صفار الم�شتقة الثانية. �أ�صفار الم�شتقة لاأولى. 	)1

الحل
قَ)�س( = �س2 + �س - 2 	)1

قَ)�س( = 0
�س2 + �س - 2 = 0 
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الحل
قَ)�س( = 2�أ�س -3ب �س2 

قَ)1(  =  7
2�أ - 3ب = 7  ..................... )1(

قََ)�س( = 2�أ - 6ب �س
قََ )0( = 10

2�أ = 10،  ومنه: �أ = 5
بالرجوع �إلى المعادلة )1(:   2×5 - 3ب = 7
7 = 			             10 - 3ب  

= -3 ، ومنه: ب = 1 			                    - 3ب  

مثال  )4(

�إذا كان ق)�س( = �أ �س2 - ب �س3 + 3, وكان قَ)1( = 7, قََ)0( =10, فجد قيم الثابتين: �أ , ب.

2تدريب 

اً. �إذا كان ق)�س( =  �أ2�س3 - 12�س2  ، فجد قيمة )قيم( الثابت �أ التي تجعل قََ )1( = �صفر

)�س + 2( )�س - 1( = 0 ← �س = -2 ,  �س = 1
∴ �أ�صفار الم�شتقة لاأولى }-2, 1{.

2(  قََ)�س( = 2�س + 1
قََ)�س( = 0

2�س + 1 = 0
1-
2 2�س =  -1 ، ومنه: �س =  

.} 2 -1∴ �أ�صفار الم�شتقة الثانية }
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الأسئلة

جد الم�شتقة الثانية للاقترانات لاآتية: 	)1
�أ   (  ق)�س( = )2�س4 - 5( ) 8 - 5�س(

ب(  �ص = �س3 )1 - 2�س(, عندما �س = 1
جـ(  هـ )�س( = 2جتا�س

د  (  ق)�س( = �س2  )�س -1( ، عندما �س = -2
هـ(  ق)�س( = جا2�س جتا�س.

, عندما �س = 0
 

2
1 - 4�س و (  ق)�س( = 

ز (  ق)�س( = جا)2�س - 1(

�إذا كان ق)�س( = 3�أ�س3 - 2ب �س + 1، وكان قَ)0( = 4, قََ)1( = 36, فجد قيم �أ, ب. 	)2

�إذا كان ق)�س( = �أ�س3 - ب �س2 - 3, وكان قَ)1( = 21, قََ)2( = 102, فجد قيم �أ, ب. 	)3

�إذا كان ق)�س( = جتا2�س, فجد قََ)�س( + 6ق)�س(. 	)4

حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س. 	)5
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أسئلة الوحدة

, وتغيرت �س من �س1 = 1 �إلى �س2 = 2, فجد: 1
�س2  

1(  �إذا كان ق)�س( = 
 �أ  (  مقدار التغير في الاقتران ق.
ب(  معدل التغير في الاقتران ق.

، وكان معدل تغير الاقتران ق ي�ساوي )-1( عندما تتغير �س من 
 

�أ
�س + 2 �إذا كان ق)�س( =  	)2

�صفر �إلى 3 ، فجد قيمة الثابت �أ.

للج�سيم في  المتو�سطة  ال�سرعة  اح�سب  العلاقة ف)ن( = ن2 + 4ن.  يتحرك ج�سيم ح�سب  	)3
الفترة الزمنية ]1, 5[.

�إذا كان �ص = ق)�س(، وكان مقدار التغير في قيمة الاقتران ق عندما تتغير �س من )�س( �إلى  	)4
)�س + هـ( هو: Δ �ص = 5�س2 هـ + 8�س هـ2  +         هـ3, فجد قَ)2(.

منحنى  يمثل  الذي   )5-2( ال�شكل  على  اً  5(*ا	عتماد
الاقتران ق، جد كًّال مما ي�أتي:

 �أ  ( قيم �س التي تجعل الاقتران ق غير مت�صل.
ب( معدل التغير للاقتران ق في الفترة ]2، 4[.

جد الم�شتقة لاأولى لكل مما ي�أتي با�ستخدام تعريف  	)6
الم�شتقة:

 �أ  (  ق)�س( =  3 - 5�س
ب(  هـ )�س( = 2�س2 + 1

,  حيث �س ≠ -2
 

1
جـ(  ل)�س( =  �س + 2

 ال�شكل )2–5(.
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2�س + 4 , حيث �س ≤ -2  د (  م )�س( =  
هـ(  ق)�س( =  �س2 -4�س ,   عندما �س = 3

، عندما �س = 2
 

3
2 2�س - 3 , حيث �س ≤  و (  ق)�س( =  

لكل مما ي�أتي:
  

�ص
�س جد   	)7

�س3 + 5�س2   �أ  (   �ص =  

ع + 1 , ع = 1 - 2�س , حيث ع ≤ -1 ب(  �ص =  
جـ(  �ص = �س2 جا3�س

– جا25�س
 

8
2�س - 3  د (  �ص =  

هـ (  �ص = 3م2- 2م + 1 ،  م = 2�س + 3 ,  عندما �س = 0
4 + 3جتا�س  و (  �ص =  

جد قََ)�س( لكل مما ي�أتي: 	)8
�أ   (  ق)�س( = )�س2 +2( )3 - 4�س(

ب(  ق)�س( = )2�س - 1(5
جـ(  ق)�س( = �س2جتا�س + �س-3 - 5

ق)هـ +1( - ق)1( .
هـ نهـــــــا 

هـ←0
9(  �إذا كان ق)�س( = )5�س - 1(3, فجد 

اً. �إذا كان ق)�س( = �س4 - �أ�س2 + �س, فجد قيمة الثابت  �أ  التي تجعل قََ)-1( = �صفر 	)10

11( �إذا كان ق)�س( = )�أ�س-1(4،  فجد قيمة )قيم( الثابت  �أ  التي تجعل قََ)0( = 48

113
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12( �إذا كان ق)�س( = )2�س - 1(3 ، وكان قََ)�س1( = 4, فجد قيمة �س1

�إذا كان هـ اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عندما �س = -2, هـ )-2( = 1 , هـَ )-2( = 2, فجـد  	)13
قَ)-2( في كل مما ي�أتي:

�س + 6 × هـ )�س(. �أ   ( ق)�س( =  

.
 

هـ )�س(
�س  -

ب( ق)�س( =  هـ )�س( 

يتكون هذا ال�س�ؤال من ت�سع فقرات من نوع الاختيار من متعدد, لكل فقرة �أربعة بدائل,  	)14
واحد منها فقط �صحيح. �ضع دائرة حول رمز البديل  ال�صحيح:

)1( �إذا علمت �أن ق)�س( = 4 - 3�س، وتغيرت قيمة �س من 3 �إلى 5, ف�إن Δ�س هي:
 �أ (   -6                      ب(   -2                 جـ(   2                   د (   3

)2( �إذا كان �ص = ق)�س( = �س2, وتغيرت قيمة �س من �س1 = 2 �إلى �س2 = 4, ف�إن مقدار 
التغير في �ص ي�ساوي:

 �أ (   -12                  ب(   2                      جـ(   6                  د (   12

ق)�س+هـ( - ق)�س( ت�ساوي:
هـ نهـــــــا 

هـ←0
)3( �إذا كان ق)�س( = جا3�س, ف�إن 

 �أ (  - جتا3�س            ب(  3جتا3�س         جـ(  3جا3�س         د (  جتا3�س    

، ف�إن قَ)3( ت�ساوي: 
 

3
�س )4( �إذا كان ق)�س( = 

-1               د (  1
9 -1                 جـ(  

3  �أ (  -1                      ب(   
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ق)2+ هـ( - ق)2(  ت�ساوي:
هـ نهـــــــا 

هـ←0
)5( �إذا كان ق )�س( = �س3 + 8, ف�إن 

�أ (  12                   ب(  8                    جـ(  16                     د (  20
اً ثابتًا, ف�إن قَ)�س( ت�ساوي: 2ـ�س, وكان جـ عدد )6( �إذا كان ق )�س( = ج

2ـ                     د (  2�س �أ (  2جـ �س            ب(  2جـ                 جـ(  ج
)7( �إذا كان ق )�س( = 3�س2, ف�إن ميل القاطع المار بالنقطتين: )-3,1( , )12,2( ي�ساوي:

 1
3 -1                 ب(  3                     جـ(  -3                    د (  

3 �أ (  

 )1(َ )8( �إذا كان ق)1( = 2, هـ )1( = 3, قَ)1( = -2, هـَ )1( = 1, ف�إن )ق × هـ(
ي�ساوي:

�أ (  8                     ب(  4                     جـ(  -8                     د (  -4
)9( �إذا كان هـ )�س( = �س2 * ق)�س(, ق)3( =  6 , قَ)3( = 5, ف�إن هـَ )3( ت�ساوي:

�أ (  81                   ب(  11                  جـ(  45                    د (  36
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الوحدة
تطبيقات التفاضلالثـالثـة

3

بعد �أن تعرفت الـم�شتقة وقواعد 
الا�شتـق��اق فـ��ي الوح��دة ال�سابقة, 
�ستتعرف الآن كيف ت�ستخدم الم�شتقة 
في حل م�سائ��ل متنوعة تتعلق ببع�ض 
التطبيق��ات الفيزيائي��ة،  والهند�سية, 
ا كيف  �أي�ضً والاقت�صادية. و�ستتعرف 
يـمكن �إيج��اد تزايد منحنى الاقتران 
م�شتق��ة  عل��ى  اعتم��ادًا  وتناق���صه 
الاقتران الأولى, وتحديد قيم الاقتران 
ال�صغ��رى(,  )العظم��ى,  الق���صوى 
وح��ل م�سائل عملي��ة تتعل��ق بالقيم 

الق�صوى. 
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 Applications of Differentiation

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة �أن يكون قادرًا على:
�إيـجاد الـميل ومعادلـة المما�س لمنحنى  •  اكت�ساب مهارة 

الاقتران.

•  حل م�سائل تطبيقية على الم�سافة , وال�سرعة ، والت�سارع،  
مُبرِّرًا الـحل.

•  تحديد فترات التزايد والتناق�ص با�ستخدام اختبار الم�شتقة 
الأولى.

•  تحديد القيم الق�صوى با�ستخدام اختبار الم�شتقة الأولى، 
واختبار الم�شتقة الثانية.

•  حل م�سائل تطبيقية على القيم الق�صوى.

117
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Geometric and Physical Interpretation of the Derivative
التفسير الهندسي والفيزيائي للمشتقة الفصل

الأول

Û تف�سر الم�شتقة الأولى هند�سيًّا.
Û توظف تف�سير الم�شتقة الهند�سي في حل م�سائل تت�ضمن �إيجاد معادلة المما�س.

Û تف�سر الم�شتقتين: الأولى والثانية فيزيائيًّا.
Û توظف تف�سير الم�شتقة الفيزيائي في حل م�سائل عملية.

النتاجات

التفسير الهندسي�أول

يمثل ال�شكل )3-1( منحنى الاقتران ق, 
والـنـقطـتـين: �أ)�س1, �ص1(, ب)�س2, �ص2( 
ذلـك في  اعتمد  منحنى ق.  الـواقعـتـين على 

الإجابة عما ي�أتي:
�أب ؟ ما ميل القاطع  	) 1

ماذا  �أ.  باتـجاه  النقطة ب  بتحريك  ابـد�أ  	)2
تلاحظ على القاطع الناتج؟

�إن تحريك النقطة ب على منحنى الاقتران ق)�س( مقتربةً من النقطة �أ لت�أخذ الأو�ضاع ب1, 
,... مقتربًا من و�ضع المما�س للمنحنى  �أب1 , �أب2 �أب ي�أخذ الأو�ضاع  ب2, .... يجعل القاطع 
�أب على مما�س المنحنى عند  عند النقطة ) �أ (، وما �إن تنطبق )ب( على ) �أ ( حتى ينطبق القاطع 

النقطة �أ.

Geometric Interpretation

 ال�شكل )3–1(.
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)1( 

)2( 

مثال 

مثال 

�إذا كان �ص= ق)�س( =  �س3 - 6�س+5, فجد ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق عندما �س= -2

�إذا كان ق)�س( = )2�س + 1( )3�س - 4(, فجد معادلة المما�س عندما �س = 2

الحل

الحل

قَ)�س( = 3�س2 - 6                                                    
ميل المما�س عندما �س = -2 ي�ساوي قَ)-2(

∴ قَ)-2( = 3)-2(2 -6 = 6                                                

ميل المما�س = قَ)2(
قَ)�س( = )2�س + 1( )3( + )3�س - 4( )2(                         

قَ)2( = )5( )3( + )2( )2(
∴ ميل المما�س = 19 

�أب عندما تقترب النقطة ب  �أي �إن ميل المما�س عند النقطة �أ)�س1, �ص1( = نهاية ميل القاطع 
من النقطة �أ.

النقطة،  هذه  عند  للمنحنى  التغير  معدل  نهاية   = �ص1(  �أ)�س1,  النقطة  عند  المما�س  ميل   ∴
ا  ميل المنحنى عند النقطة �أ. وي�ساوي قَ)�س1(، ويُ�سمّى �أي�ضً

�إذا كان ق)�س( = �س2  - 3�س, فجد ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق عند النقطة ) 2, -2(.
1تدريب 
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لإيجاد معادلة المما�،س يجب �إيجاد النقطة )2, ق)2((.
ق)2( = )5( )2( = 10                                    

∴ نقطة التما�س )10,2(.
معادلة المما�س هي: �ص - �ص1 = م )�س - �س1(، حيث النقطة )�س1، �ص1( هي نقطــة التمـا�،س 

م = قَ)�س1(.
ومنه، معادلة المما�س هي: �ص - 10 = 19)�س -2(.

∴ �ص = 19�س - 28 

مثال  )3(

�إذا كان ق)�س( = �أ�س2+ 2�س + 5, حيث �أ عدد ثابت، وكان ميل المما�س عندما �س = 2 ي�ساوي 
18, فما قيمة الثابت �أ؟

الحل
ميل المما�س = قَ)2(

قَ)�س(       = 2�أ�س + 2                                                             
قَ)2(        = 2�أ )2( + 2                                                          
18           = 4�أ + 2                                                                 

ومنه: �أ      = 4 

�إذا كان ق)�س( = )�س2 + 1(2, فجد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق عندما �س = 1

2تدريب 
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جد معادلة المما�س لكل من المنحنيات الآتية عند قيم �س المبينة �إزاء كل منها: 	)1
		      , 	  �س = 2  �أ   ( ق)�س(  = 3�س + 5
ب( ق)�س(  =  �س2 + 3�س -1                ,      �س = 1 

جـ( ق)�س(  =  )2�س -4( )�س2  + 1(     ,      �س = �صفرًا

2�س+2 , فجد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق عندما �س = 1
�س2 +1 	�إذا كان ق)�س( =   )2

	�إذا كان ق)�س( = �أ�س2 +4�س - 3, حيث �أ عدد ثابت، وكان ميل المنحنى عندما �س = 3  )3
ي�ساوي 22، فجد قيمة الثابت �أ.

	�إذا كان ق)�س( = �س5 + 4�س2, فجد ميل المنحنى للاقتران ق عندما �س = 1 )4

	�إذا كـــان ق)�س( = )3�س2 - 2(4, فجد معادلة الممـــا�س لمنحنى الاقتران ق عنـــد النقطــــة  )5
)-1، ق)-1((.

الأسئلة
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≥±∪><↔⊆∞ ø∅ ⊂≠ ≤≤

التفسير الفيزيائيثانيًا

فًا بالاقتران: ف)ن( = 30ن2 - 4ن + 6,  �إذا تحركت �سيارة, وكان موقعها في اللحظة ن مُعرَّ
حيث ف الم�سافة التي تقطعها ال�سيارة بالأمتار, ن الزمن بالثواني، فجد �سرعة ال�سيارة بعد مرور 4 

ثوانٍ من بدء الحركة.

تعلمت في الوحدة الثانية كيف تجد ال�سرعة المتو�سطة لج�سيم في فترة زمنية, مثل: 

] ن1,ن2[. ولكن، كيف يمكنك ح�ساب �سرعة هذا الج�سيم عند لحظة ما خلال هذه الفترة؟

تُعرف هذه ال�سرعة با�سم ال�سرعة اللحظية )ال�سرعة(.

Physical Interpretation

تعريف

�إذا تحرك ج�سيم، وتحدد موقعه في اللحظة ن بالعلاقة ل= ف)ن(، ف�إن ال�سرعة اللحظية )ال�سرعة( 
في اللحظة ن هي ع)ن(، حيث ع)ن( = فَ )ن(.

مثال  )1(

بدء حركته معطى  ثانية من  ن  بعد  بالأمتار  الأ�صل  نقطة  بُعْده عن  �إذا تحرك ج�سيم بحيث كان 
بالعلاقة: ف)ن( = ن3 + 3ن2 + 5، فاح�سب �سرعة الج�سيم بعد مرور 3 ثوانٍ.

الحل
الم�سافة ف)ن( = ن3 + 3ن2+ 5 

∴ ال�سرعة ع)ن( = فَ )ن( = 3ن2 + 6ن 
ولهذا ف�إن ال�سرعة بعد مرور )3( ثوانٍ = ع )3( = 3)3(2 + 6)3( = 27 + 18= 45م/ث.
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�إذا تحرك ج�سيم بحيث كان بُعْده عن نقطة الأ�صل بالأمتار بعد ن ثانية معطى بالعلاقة:
ف)ن( = 3ن2 - 3ن + 2،  فاح�سب �سرعة الج�سيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

1تدريب 

من التطبيقات الفيزيائية على الم�شتقة الثانية الت�سارع اللحظي.

تعريف

�إذا تحرك ج�سيم وفق العلاقة: ل = ف)ن(، حيث ف الم�سافة التي يقطعها الج�سيم، ف�إن الت�سارع 
اللحظي للج�سيم )الت�سارع( في اللحظة ن هو ت)ن( = عَ )ن( = فََ )ن(.

مثال  )2(

الج�سيم  يقطعها  التي  الم�سافة  ف  حيث   ،2)1  + )2ن2   = ف)ن(  العلاقة:  وفق  ج�سيم  يتحرك 
بالأمتار، ن الزمن بالثواني. جد ت�سارع الج�سيم بعد مرور ثانية واحدة من بدء الحركة.

الحل
الم�سافة ف)ن( = )2ن2 + 1(2 

ال�سرعة ع)ن( = فَ)ن( = 2)2ن2  + 1()4ن(
            ع)ن( = 8ن)2ن2 + 1(

الت�سارع = ت)ن( = عَ )ن( = )8ن()4ن( + )2ن2 + 1()8(              
ولهذا ف�إن الت�سارع بعد مرور ثانية واحدة ي�ساوي:

ت)1( = )8()4( + )3()8( = 32 + 24 = 56م/ث2.

يتحرك ج�سيم وفق العلاقة: ف)ن( = 2ن3 + 4ن2 + 6, حيث ف الم�سافة التي يقطعها الج�سيم 
بالأمتار, ن الزمن بالثواني. جد ت�سارع الج�سيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

2تدريب 
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ينعدم  عندما  الج�سيم  �سرعة  اح�سب   .2 3ن2 +  2ن3 -   = ف)ن(  للعلاقة:  وفقًا  ج�سيم  يتحرك 
ت�سارعه.

3تدريب 

مثال  )3(

�إذا كانت ف)ن( = ن3 - 9ن2 + 15ن   هي الم�سافة التي يقطعها ج�سيم, حيث ف الم�سافة بالأمتار, 
ن الزمن بالثواني, فاح�سب ت�سارع الج�سيم في اللحظة التي تنعدم فيها �سرعته.

الحل
بما �أن الم�سافة ف)ن( = ن3 - 9ن2 + 15ن ، ف�إن ال�سرعة ت�ساوي:

ع)ن( = فَ )ن( = 3ن2- 18ن + 15 
عندما تنعدم ال�سرعة، ف�إن: ع)ن( = 0 

3ن2 - 18ن + 15 = 0                                         
ن2 - 6ن + 5 = 0

)ن - 5( )ن - 1( = 0                                                           
ومنه: ن = 5 , ن = 1

ن( = 6ن - 18، حيث نجد قيمة الت�سارع عندما ن = 5: الت�سارع ت)ن( =عَ )
ت)5( = 6)5( - 18=30- 18= 12م/ث2.

ونجد قيمة الت�سارع عندما ن = 1:
ت)1( = 6)1( - 18 =  -12م/ث2.

فكر وناقش 
ما دلالة �إ�شارة الت�سارع ال�سالبة في المثال )3(؟
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11 �إذا كانت ف)ن( = ن3 + 3ن2 هي الم�سافة التي يقطعها ج�سيم بالأمتار بعد ن ثانية, فجد:(
 �أ  (  ال�سرعة بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

ب(  الت�سارع عندما تكون ال�سرعة 9م/ث.

22  تحرك ج�سيم بحيث كان بُعْده عن نقطة الأ�صل بالأمتار بعد ن ثانية من بدء الحركة معطى (
بالعلاقة: ف)ن( = 2ن2. �إذا كانت �سرعته المتو�سطة في الفترة الزمنية ]0, �أ [ ت�ساوي �سرعته 

اللحظية بعد مرور 3 ثوانٍ، فجد قيمة �أ.

33 �إذا كان ف)ن( = )2ن -2(3+ 4 يمثل الم�سافة التي يقطعها ج�سيم بالأمتار بعد ن ثانية،  فجد (
ال�سرعة المقطوعة بعد مرور 4 ثوانٍ من بدء الحركة.

	�إذا مثَّل الاقتران ف)ن( الم�سافة التي يقطعها ج�سيم بالأمتار بعد ن ثانية من بدء حركته, وكان  )4
ف)ن( = ن3 - ن2 + 5, فما �سرعة هذا الج�سيم عندما يكون ت�سارعه 4م/ث2؟

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س. 	)5

الأسئلة
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Applications on  Derivatives
تطبيقات الاشتقاق الفصل

الثاني

Û تجد مجالات التزايد والتناق�ص للاقتران با�ستخدام الم�شتقة الأولى.
Û ت�ستخدم اختبار الم�شتقة الأولى في تحديد القيم الق�صوى.
Û ت�ستخدم اختبار الم�شتقة الثانية في تحديد القيم الق�صوى.

النتاجات

Increasing and Decreasingالتزايد والتناقص�أولًا
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CG Ü
 ال�شكل )3–4(. ال�شكل )3–3(. ال�شكل )3–2(.

ما طبيعة علاقة المتغير �ص بالمتغير �س في كل من الأ�شكال ال�سابقة؟

لاحِظ من ال�شكل )3-2( �أنه كلما زادت قيمة �س زادت قيمة �ص, وكان الاقتران متزايدًا في 
الفترة ] �أ, ب[.

ا في الفترة  �أما في ال�شكل )3-3( فكلما زادت قيمة �س قلت قيمة �،ص وكان الاقتران متناق�صً
] �أ, ب[.

 و�أما في ال�شكل )3-4( فمهما تغيرت قيمة �س ف�إن قيمة �ص تبقى ثابتة، ويكون الاقتران في 
هذه الحالة ثابتاً في الفترة ]�أ, ب[.
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تعريف

فًا على الفترة ] �أ, ب[ , وكان �س1, �س2  ]�أ, ب[ ، ف�إن: �إذا كان الاقتران ق مُعرَّ
الاقتران ق يكون متزايدًا في الفترة ]�أ, ب[ �إذا كان ق)�س2( < ق)�س1( عندما �س2<�س1. 	)1
ا في الفترة ]�أ, ب[ �إذا كان ق)�س2( > ق)�س1( عندما �س2<�س1. الاقتران ق يكون متناق�صً 	)2

لقيم �س2, �س1  �إذا كان ق)�س2( = ق)�س1(  ]�أ, ب[  الفترة  ثابتًا في  الاقتران ق يكون  	)3
جميعها.

مثال  )1(

ال�شكل )3-5( يمثل منحنى الاقتران ق المعرف على ح. جد فترات التزايد والتناق�ص والثبات 
لمنحنى الاقتران ق.                                   

الحل
يتبين من ال�شكل )3-5( �أن قيم �ص تزداد كلما زادت قيم �س على الفترة )-∞, 0[, وهذا يعني 
ا �أنه كلما زادت قيم �س  �أن منحنى الاقتران ق يكون متزايدًا في الفترة )-∞,0[. يتبين من ال�شكل �أي�ضً
ا في الفترة ]0, 2[. تناق�صت قيم �ص �ضمن الفترة ]0, 2[، وهذا يعني �أن الاقتران ق يكون اقترنًا متناق�صً

∞( بقيت قيم �ص كما هي،   ,2[ �أنه كلما زادت قيم �س في الفترة  �إلى  ي�شير ال�شكل نف�سه 
فيكون الاقتران ق ثابتًا في الفترة]2,∞(.

9 - �س2  ,  �س ≥ 2

5       ,  �س < 2 ق)�س( = }                         

 ال�شكل )3–5(.
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ب�إ�شـارة  والتناق�ص  التزايـد  فترات  علاقـة  لمعرفة 
الم�شتقة الأولى، انـظر ال�شـكل )3-6( الذي يـمثل 

منحنى الاقتران ق.

الاقـتران ق  كان  �إذا  �أنـه  ال�شـكل )6-3(  يبين 
متزايدًا ف�إن م�شتقته تكون موجبة؛ لأن المما�س ي�صنع 
زاوية حادة مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات. وبما 
�أن ميل المما�س ي�ساوي ظل هذه الزاوية، وظل الزاوية 

الحادة �أكبر من �صفر، وم�شتقة الاقتران ت�ساوي ميل المما�س, ف�إن هذه الم�شتقة تكون موجبة.
ا ف�إن م�شتقته تكون �سالبة؛ لأن المما�س ي�صنع زاوية منفرجة مع  �أما �إذا كان الاقتران ق متناق�صً
�أقل من  المنفرجة وهو  الزاوية  ي�ساوي ظل  المما�س  �أن ميل  ال�سينات. وبما  الموجب لمحور  الاتجاه 

�صفر )�سالب(، وم�شتقة الاقتران ت�ساوي ميل المما�س, ف�إن هذه الم�شتقة تكون �سالبة.
و�أما �إذا كان المما�س موازياً لمحور ال�سينات ف�إن ميل المما�س ي�ساوي �صفرًا.

بناءً على ذلك، يمكن ا�ستنتاج النظرية الآتية: 

 ال�شكل ) 3 – 6(.

نظرية

�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص على الفترة ]�أ, ب[، وقابًال للا�شتقاق على الفترة )�أ, ب(، ف�إن: 
ق يكون متزايدًا في الفترة ]�أ, ب[ �إذا كانت قَ)�س( < �صفر لجميع قيم �س  )�أ, ب(. 	)1
ا في الفترة ]�أ, ب[ �إذا كان قَ)�س( > �صفر لجميع قيم �س  )�أ, ب(. ق يكون متناق�صً 	)2

ق يكون ثابتًا في الفترة ]�أ, ب[ �إذا كان قَ)�س( = �صفرًا لجميع قيم �س  )�أ, ب(. 	)3

¢S

¢U
 

¥

ójGõàe

¢übÉæàe



129

لإيجاد فترات التزايد والتناق�ص للاقتران ق با�ستخدام اختبار الم�شتقة الأولى، يجب عمل الآتي:
	�إيجاد الم�شتقة الأولى قَ )�س( للاقتران ق. )1

	�إيجاد �أ�صفار الم�شتقة الأولى بو�ضع قَ )�س( = �صفرًا، و�إيجاد قيم �س. )2
البحث في �إ�شارة الم�شتقة الأولى حول �أ�صفار هذه الم�شتقة.  	)3

تحديد الفترات التي تكون عندها الم�شتقة الأولى قَ )�س( < �صفر )�أي موجبة(، فتكون هي  	)4
فترات التزايد، وكذا تحديد الفترات التي تكون عندها قَ )�س( > �صفر )�أي �سالبة(، فتكون 

هي فترات التناق�ص.
لاحِظ �أنه لمعرفة �إ�شارة قَ )�س( على فترة معينة، ف�إننا نختار �أي قيمة داخل الفترة، ونجد �إ�شارة 

الم�شتقة عند هذه القيمة, فتكون الإ�شارة هي �إ�شارة الم�شتقة على هذه الفترة.

مثال  )2(

جد فترات التزايد والتناق�ص للاقتران ق)�س( = �س2 + 4�س + 3

الحل
قَ )�س( = 2�س + 4                                 

2�س + 4 = �صفرًا.                                     
ومنه: �س = -2 

ابحث في �إ�شارة قَ)�س(.
عندما تكون �س> -2 اختر �أي  قيمة داخل الفترة مثل  �س = -3،

فتكون قَ )-3( = 2)-3( + 4= -2> �صفر.                                                  الإ�شارة �سالبة  
وعندما تكون �س< -2 اختر قيمة مثل ال�صفر:

فتكون قَ )0( = 2)0( + 4 = 4 < �صفر.          	                                              الإ�شارة موجبة
ق)�س(                                               

- -  -  -  -  -      + + + + + �إ�شارة قَ)�س(+
 �س ∞                       -2                         -∞

�صفر
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مثال  )3(

�إذا كان ق)�س( = 48�س - �س3، فجد فترات التزايد والتناق�ص لهذا الاقتران.

الحل
قَ)�س( = 48 - 3�س2                                          

48 - 3�س2  = 0                                        
ومنه �س2 = 16 

�س = 4, -4
ابحث في �إ�شارة قَ )�س(.

عندما تكون �س > -4 اختر قيمة مثل �س = -5 
		                        الإ�شارة �سالبة �إذن: قَ )-5( = 48 - 3)-5(2= 48- 75 = -27 

وعندما تكون  -4> �س > 4 اختر قيمة مثل �س = 1:
		                        الإ�شارة موجبة فتكون قَ )1( = 48 - 3)1(2 = 48 - 3 = 45 

وعندما تكون �س < 4 اختر قيمة مثل �س = 5:
		                        الإ�شارة �سالبة فتكون قَ )5( = 48 - 3)5(2  = 48 - 75 = -27

ا في  اعتمادًا على جدول الإ�شارات، واختبار الم�شتقة الأولى, ف�إن الاقتران ق يكون متناق�صً
الفترة )-∞, -2[ ، ومتزايدًا في الفترة ]-2, ∞(.

ق)�س(                                                         
- -  -  - - -       + + + + + +           -  -  - قَ)�س(- - - 

�س ∞                              4                                    -4                         -∞

ا في الفترتين: )-∞, -4[, ]4, ∞(، ومتزايدًا في الفترة ]-4,4[.  وبذلك يكون الاقتران ق متناق�صً

�صفر�صفر
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1تدريب 
جد فترات التزايد والتناق�ص لكل اقتران مما ي�أتي:

1( ه )�س( = 7 +  �س.                                2( ق)�س( = )2�س - 4(2.

مثال  )4(

اعتمادًا على ال�شكل )3-7( الذي يمثل منحنى قَ )�س( المعرف على مجموعة الأعداد الحقيقية ح، 
جد فترات التزايد والتناق�ص للاقتران ق.                       

الحل
لإيجاد فترات التزايد والتناق�ص لمنحنى ق:

ما  الأولى,  الم�شتقة  �إ�شارة  في  البحث  يجب  	)1
نقاط  )�أي  الأولى  الم�شتقة  �أ�صفار  يعني تحديد 
هذا  في  وهي  ال�سينات(،  محور  مع  التقاطع 

 ال�شكل )3–7(.المثال )�س = 2(.
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2

(¢S) n¥  

يجب البحث في �إ�شارة اقتران الم�شتقة الأولى قَ )�س( قبل العدد )2( وبعده. 	)2

ا على الفترة )-∞, 2[ , ومتزايدًا على الفترة ]2, ∞(. وعليه، يكون الاقتران ق متناق�صً

ق)�س(                                               
- -  -  -  -  -        + + + + + �إ�شارة قَ)�س(+
قيم �س ∞                              2                      -∞

�صفر

فكر وناقش
ف�ِّرس كيف ح�صلت على جدول الإ�شارات من الر�سم البياني في المثال )3(، مناق�شًا �إجابتك مع 

زملائك. ما قيمة قَ )2(؟
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11 جد فترات التزايد والتناق�ص لكل مما ي�أتي:(

�أ  ( ق)�س( = 3 - 4�س                                          
ب( ق)�س( = 8�س - �س2

جـ( ق)�س( = 4�س3 - 6�س2 + 2

د  ( ق)�س( = )�س + 2( )�س + 3(

اعتمادًا على ال�شكل )3-8( الذي يـمثل منحنى الاقتران ق  المعرف على مجموعة الأعداد  	)2
الحقيقية ح، جد فترات التزايد والتناق�ص للاقتران ق.          

الأسئلة
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ال�شكل )8-3(.

بِّني �أن الاقتران ق)�س( = �س3 + 2�س + 5 يكون متزايدًا لقيم �س جميعها.  	)3
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القيم القصوىثانيًا

ما المق�صود بالقيمة الق�صوى؟  	)1
ما �سلوك الاقتران حول القيمة الق�صوى؟ 	)2
ما �سلوك الم�شتقة حول القيمة الق�صوى؟  	)3

ما قيمة الم�شتقة عند القيم الق�صوى؟ 	)4

Extreme Values

محلية.  �صغرى  �أم  محلية،  عظمى  �أكانت  �سواء  الق�صوى؛  القيم  مفهوم  الدر�س  هذا  في  �ستتعرف 
ا كيفية �إيجاد هذه القيم, و�إذا كان يمكن ا�ستخدام الم�شتقات في �إيجادها. و�ستتعرف �أي�ضً

النقـط )جـ1, ق )جـ1((,  ال�شـكل )3-9( منحنى الاقـتران �ص = ق)�س(، وتُ�سمّى  يـمثل 
)جـ2, ق )جـ2((, )جـ3, ق)جـ3((، )جـ4, ق )جـ4((, التي يتغير عندها الاقتران من حالة التزايد 

�إلى التناق�ص �أو العك�س النقط الحرجة, ويكون عندها المما�س �أفقيًّا؛ �أي قَ)�س( = �صفرًا.
لاحِظ �أن قيمة الاقتران عند القيمة 
الحرجة �س = جـ1, والقيمة �س = جـ3 
هي �أكبر من �أي قيمة له عند النقط التي 
ت�سبق هذه النقطة �أو تليها في الفترة ف1 
ا تحوي جـ1(،  )فترة جزئية �صغيرة جدًّ
ا  جدًّ �صغيرة  )فترة جزئية  والفترة ف3 
تـحوي جـ3(، وتُ�سمّى القيم ق)جـ1(، 

ق)جـ3( قيم الاقتران العظمى المحلية.
 �أما عند القيمة الحرجة �س = جـ2، 

والقيمة �س = جـ4 فتكون قيمة الاقتران �أ�صغر من �أي قيمة له عند النقط التي ت�سبق هذه النقطة 
ا  ا تحوي جـ2(، والفترة ف4)فترة جزئية �صغيرة جدًّ �أو تليها في الفترة ف2 )فترة جزئية �صغيرة جدًّ

تحوي جـ4(، وتُ�سمّى القيم ق)جـ2(, ق)جـ4( قيم الاقتران ال�صغرى المحلية.

ال�شكل )9-3(.
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تعريف

تعريف

�أو  �صفرًا  عندها قَ)جـ( =  يكون  التي  الاقتران ق،  الواقعة في مجال  الأعداد جـ  على  يُطلق 
قَ)جـ( غير موجودة, ا�سم الأعداد الحرجة للاقتران ق، وتُ�سمّى النقط )جـ, ق)جـ(( الواقعة 

على منحنى الاقتران ق نقطًا حرجةً.

 يقت�صر الحديث في هذا الف�صل على  الأعداد الحرجة جـ التي يكون عندها قَ)جـ( = �صفرًا.

يكون للاقتران �ص = ق)�س( قيمة عظمى محلية عندما �س = جـ  من مجاله �إذا �أمكن �إيجاد  	)1
ا تحوي العدد جـ( ,حيث �إن ق)جـ( < ق)�س(  فترة مفتوحة ف )فترة جزئية �صغيرة جدًّ

لقيم �س جميعها في الفترة ف.
يكون للاقتران �ص = ق)�س( قيمة �صغرى محلية عندما �س = جـ  من مجاله �إذا �أمكن �إيجاد  	)2

ا تحوي العدد جـ(, حيث  فترة مفتوحة ف )فترة جزئية �صغيرة جدًّ
       ق)جـ ( > ق)�س( لقيم �س جميعها في الفترة ف.

لاحِظ �أنه حتى يكون لمنحنى الاقتران ق قيمة عظمى محلية عند نقطة ما, ف�إن قيمة ق)�س( تزداد 
حتى ت�صل �س �إلى قيمة حرجة، ثم تنق�ص بعدها مبا�شرة؛ �أي تكون قَ)�س( < �صفر قبل القيمة الحرجة، 
التي  النقطة الحرجة  قبل  المما�س  �أن ميل  يعني  النقطة الحرجة، وهذا  بعد  > �صفر  ثم ت�صبح قَ)�س( 

عندها قيمة عظمى محلية يكون موجبًا , ثم ي�صبح �سالبًا بعد هذه النقطة، انظر ال�شكل )10-3(.
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�أما �إذا كان لمنحنى الاقتران قيمة �صغرى محلية عند نقطة ما ف�إن قيمة ق )�س( تتناق�ص حتى 
ثم  القيمة الحرجة،  قبل   0< �أي تكون قَ)�س(  مبا�شرة؛  بعدها  تتزايد  ثم  قيمة حرجة,  �إلى  ت�صل 
ت�صبح قَ )�س( <0 بعد القيمة الحرجة، وهذا يعني �أن ميل المما�س قبل القيمة الحرجة التي عندها 

قيمة �صغرى محلية يكون �سالبًا, ثم ي�صبح موجبًا بعد هذه القيمة ، انظر ال�شكل )11-3(.
يُذكر �أن النقطة التي تتغير حولها �إ�شارة الم�شتقة الأولى قَ )�س( تُ�سمّى نقطةً حرجةً للاقتران ق، 
و�أن القيم العظمى المحلية والقيم ال�صغرى المحلية  للاقتران تُ�سمّى قيمًا ق�صوى. وبوجه عام،  يمكن 

اعتماد النظرية الآتية لإيجاد القيم الق�صوى با�ستخدام الم�شتقة الأولى: 

اختبار الم�شتقة الأولى للقيم الق�صوى 

افر�ض �أن )جـ, ق)جـ(( نقطة حرجة للاقتران  ق المت�صل عند جـ, �إذا وجد العدد الموجب د، 
بحيث �إذا كانت:

قَ )�س( < 0 لكل �س    )جـ -د , جـ(, قَ )�س( > 0 لكل �س    )جـ,  جـ + د (، ف�إن  	)1
ق)جـ( تكون  قيمة عظمى محلية للاقتران ق.

قَ )�س( > 0 لكل �س    )جـ -د , جـ(, قَ )�س( < 0 لكل �س    )جـ, جـ + د(، ف�إن  	)2
ق)جـ( تكون قيمة �صغرى  محلية للاقتران ق. 

3( �إ�شارة قَ  لا تتغير حول النقطة )جـ , ق)جـ((، ف�إن ق)جـ( لا تمثل قيمة ق�صوى للاقتران.

لإيجاد القيم الق�صوى للاقتران �ص = ق)�س(، يجب عمل الآتي:
	�إيجاد الم�شتقة الأولى للاقتران ق. )1

م�ساواة الم�شتقة الأولى بال�صفر، ثم حل المعادلة الناتجة.  	)2
درا�سة �إ�شارة الم�شتقة الأولى قَ)�س( حول �أ�صفارها. 	)3

ف�إذا تغيرت �إ�شارة الم�شتقة الأولى من موجبة �إلى �سالبة حول نقطة معينة ف�إن هذه النقطة تمثل قيمة 
عظمى محلية للاقتران ق. �أما �إذا تغيرت �إ�شارة الم�شتقة الأولى من �سالبة �إلى موجبة حول نقطة معينة  

ف�إن هذه النقطة تمثل قيمة �صغرى محلية للاقتران ق.
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مثال  )1(

جد النقط الحرجة والقيم الق�صوى المحلية )�إن وجدت( للاقتران
ق)�س( = �س2 - 4�س + 3

الحل
قَ )�س( = 2�س - 4

قَ )�س( = 0
ومنه: 2 �س - 4 = 0

∴ �س = 2، وعليه توجد قيمة حرجة عندما �س = 2

يتبين من جدول الإ�شارات �أن للاقتران قيمة �صغرى محلية عندما �س = 2، و�أن قيمتها
ق)2( = )2(2 - 4)2( + 3 = 4 - 8 + 3 = -1 

∴ النقطة الحرجة هي )2، -1(، والقيمة ال�صغرى المحلية = ق)2( = -1

| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

∴ |-2�س| �س  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (

ق)�س(                                               
- -  -  -  -  -        + + + + + �إ�شارة قَ)�س(+
قيم �س ∞                            2                         -∞

�صفر

1تدريب 

جد النقط والأعداد الحرجة والقيم الق�صوى المحلية )�إن وجدت( للاقتران 
ق)�س( = �س2 - 2�س + 1

فكر وناقش 
حُلَّ المثال ال�سابق بطريقة �أخرى.
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مثال  )2(

جد النقط والأعداد الحرجة والقيم الق�صوى )�إن وجدت( للاقتران 
ق)�س( = 2�س3 - 3�س2 - 12�س + 5

الحل
قَ )�س( = 6�س2 - 6�س - 12 

قَ )�س( = 0،  ومنه:
6�س2 - 6�س - 12 = 0                              

�س2 - �س - 2 = 0                         
)�س - 2 ( )�س + 1 ( = 0، ومنه:                                         

�س - 2 = �صفر , �س = 2 
�أو: �س + 1 = �صفر , �س = - 1 

∴ توجد �أعداد  حرجة عندما �س = 2،  �س = -1 
�أما النقط الحرجة فهي: )2, ق)2(( = )2, -15( ، )-1، ق )-1(( = )-1، 12(.

�أن للاقتران ق قيمة عظمــى محلية عندما �س = -1 )لمــاذا؟(، هــي  يتبين من جدول الإ�شارات 
ق)-1( = 12

ا قيمة �صغرى محلية للاقتران ق عندما �س = 2 )لماذا؟(، هي ق)2( =  -15 يوجد �أي�ضً

ق)�س(                                               
    + + + + + +           -  -   -  -  -  -        + + + + + �إ�شارة قَ)�س(+

قيم �س ∞                          2                                      -1                      -∞

�صفر�صفر
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2تدريب 

�إذا كان ق)�س( = 2�س )12 - �س2(، فجد كًّال مما ي�أتي:
1(  فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق.

2(  قيم �س الحرجة للاقتران ق.
دًا نوعها. دِّ 3(  القيم الق�صوى للاقتران ق، ُحم

يمكن تحديد القيم الق�صوى للاقتران عن طريق اختبار الم�شتقة الثانية للقيم الق�صوى.

اختبار الم�شتقة الثانية للقيم الق�صوى 

�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص على الفترة] �أ , ب[، وكان قَ )�س(, قََ )�س( معرفين على الفترة )�أ, ب(، 
وكان جـ  )�أ, ب(، حيث قَ )جـ( = �صفرًا )�أي �إن )جـ, ق)جـ(( نقطة حرجة(، وكان:

قََ )جـ( < �صفرًا، ف�إن ق)جـ( هي قيمة �صغرى محلية للاقتران ق. 	)1
قََ )جـ( > �صفرًا، ف�إن ق)جـ( هي قيمة عظمى محلية للاقتران ق. 	)2

3(	 قََ )جـ( = �صفرًا، ف�إن الاختبار يف�شل، فيُ�ستخدم اختبار الم�شتقة الأولى.

لاحِظ �أن اختبار الم�شتقة الأولى ا�ستُخدِم في �إيجاد القيم الق�صوى للاقتران
ق)�س( = 2�س3 - 3�س2 - 12�س + 5  الوارد ذكره في المثال )2(، و�أنه يمكن  �إيجاد هذه القيم 

ا با�ستخدام اختبار الم�شتقة الثانية. �أي�ضً
ق)�س( = 2�س3 - 3�س2 - 12 �س + 5

قَ )�س( = 6 �س2 - 6�س - 12
6 �س2  - 6 �س - 12 = 0

�س2 - �س - 2 = 0        
)�س - 2( )�س + 1( = 0

�س - 2 = 0،  ومنه: �س = 2
�س + 1 = 0 ومنه: �س =  -1
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| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

|-2�س| �س  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (

∴ يوجد �أعداد حرجة للاقتران ق عندما �س = 2، �س = -1
قََ )�س( = 12�س - 6

قََ )2( = 12)2( - 6 = 18 > 0
∴ توجد قيمة �صغرى محلية للاقتران ق عندما �س = 2، هي ق)2( = 15

قََ )-1( = 12)-1( - 6 = -18>0 
∴ توجد قيمة عظمى محلية  للاقتران ق عندما �س = -1، هي  ق)-1( = 12

مثال  )3(

با�ستخدام اختبار الم�شتقة الثانية, جد القيم الق�صوى المحلية )�إن وجدت( للاقتران ق، حيث 
ق)�س( = �س3  - 3�س2  - 24�س + 2

الحل
قَ)�س( = 3�س2  - 6�س - 24 

قَ)�س( = �صفرًا، ومنه:
3�س2 - 6�س - 24 = �صفرًا.

�س2 - 2�س - 8 = 0
)�س - 4 ( ) �س + 2 ( = 0

�س - 4 = 0  ,  ومنه: �س = 4 
�س + 2 = 0  ,  ومنه: �س = -2 

∴ يوجد �أعداد  حرجة للاقتران ق عندما �س = 4 , �س = -2 
قََ )�س( = 6�س - 6 

قََ )4( = 6)4( - 6 = 18 < �صفر. 
∴ توجد قيمة �صغرى  محلية للاقتران ق عندما �س = 4، هي ق)4( =  -78

قََ )-2( = 6 )-2( - 6 = - 18 > �صفر.
∴ توجد قيمة عظمى محلية للاقتران ق عندما �س = -2،  هي ق)-2( = 30
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3تدريب 

با�ستخدام اختبار الم�شتقة الثانية, جد القيم الق�صوى المحلية )�إن وجدت( للاقتران
ق)�س( = �س3 - 3�س + 2

∴ توجد قيمة �صغرى محلية  للاقتران ق)�س( عندما �س = 1، هي ق)1( = 0

مثال  )4(

جد القيم الق�صوى المحلية )�إن وجدت( للاقتران ق)�س( = )�س -1(4.

الحل
لإيجاد القيم الق�صوى المحلية لهذا الاقتران، ا�ستخدم اختبار الم�شتقة الثانية:

قَ )�س( = 4)�س -1(3                                                          
4)�س -1(3 = 0                                                       

∴ �س = 1                                                                             
قََ )�س( = 12)�س -1(2 

�ض قيمة �س = 1 في قاعدة الاقتران قََ: عوِّ
قََ )1( = 12)1-1(2    = 0    

ف�شل الاختبار، وهذا يُحتِّم ا�ستخدام اختبار الم�شتقة الأولى.

ق)�س(                                               
- -  -  -  -  -        + + + + + �إ�شارة قَ)�س(+

 �س                                  1                      

�صفر
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جد القيم الق�صوى )العظمى وال�صغرى( المحلية )�إن وجدت( لكل مما ي�أتي:  	)1
 �أ  (  ق )�س( = �س3 - 3�س + 1

ب(  ل )�س( = 4�س3 - 6�س2 + 2
جـ(  ه )�س( = �س3 + 4 

 د (  ك )�س( = �س3 - 2�س2 - 4�س + 8

جد القيم الق�صوى )العظمى وال�صغرى( المحلية )�إن وجدت( لكل مما ي�أتي با�ستخدام اختبار  	)2
الم�شتقة الثانية:

 �أ  (  ق )�س( = 8 - �س2 
ب(  ق )�س( = �س2 + 4 

جـ(  ق )�س( = 2�س3 - 6�س

اعتمادًا على ال�شكل )3-12( الذي يمثل منحنى الم�شتقة الأولى للاقتران ق، 	)3
       حيث قَ )2( = قَ )5( = �صفرًا , جد كًّال مما ي�أتي:

 �أ  (  قيم �س الحرجة للاقتران ق. 
ب(  فترات التزايد والتناق�ص للاقتران ق.

دًا   دِّ جـ(  نقط القيم الق�صوى المحلية للاقتران ق ُحم
نوعها.

الأسئلة

¢S

¢U
 

(¢S)n¥

2 5

ال�شكل )12-3(.

	�إذا كان للاقتران ق)�س( = 3�س2 - �أ�س + 4 قيمة حرجة عندما �س = 2, فجد قيمة الثابت �أ. )4
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Applications تطبيقات الفصل
الثالث

Û تحل م�سائل تطبيقية على القيم الق�صوى.
Û تحل م�سائل اقت�صادية تتعلق بالقيم الق�صوى.

النتاجات

Applications of Extreme تطبيقات على القيم القصوى�أول
Values

ناق�ش �أيمن زميله �سعيدًا في طريقة حل الم��سألة الآتية: 
ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما )20(، ومجموع مربعيهما �أقل ما يمكن؟

مثال  )1(

ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما )64(، وحا�صل �ضربهما �أكبر ما يمكن؟

الحل
مجموع العددين الموجبين = 64

افر�ض �أن العدد الأول هو �س.

افر�ض �أن العدد الثاني هو �ص.
�س + �ص = 64، ومنه:

�ص = 64 - �س.                                                    
�إذا كان حا�صل �ضربهما ح، ف�إن:

ح = �س × �ص .

كيف يمكن حل هذه الم��سألة؟ وهل للقيم الق�صوى �أثر في ذلك؟ للإجابة، انظر المثال )1(.
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بما �أن المطلوب هو �إيجاد �أكبر قيمة لحا�صل �ضرب العددين �س, �،ص ف�إن ذلك يكافئ �إيجاد القيمة 
العظمى للاقتران ح . ولعمل ذلك، يجب جعل الاقتران ح بدلالة متغير واحد:

ح)�س( = �س × )64 – �س (                                               
ح)�س( = 64�س - �س2                                                    

حَ )�س( = 64 - 2 �س                                                          
حَ )�س( = 0  ، ومنه:                                                   

64 - 2 �س = 0                                               
∴ �س = 32

للتحقق من �أن �س = 32 تجعل حا�صل ال�ضرب قيمة عظمى، يجب �إيجاد حََ )32(، ومنه:
حََ )�س( = -2  

حََ )32( = -2 > 0 
ما يمكن  �أكبر  ال�ضرب  قيمة عظمى عندما تكون �س = 32، ويكون حا�صل  �إن للاقتران ح  �أي 

عندما يكون العدد الأول = 32، و العدد الثاني = 64 - 32 = 32 
ا�ستخدم اختبار الم�شتقة الأولى لتحديد نوع القيم الق�صوى.

1تدريب 

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

تحدث وناقش 
اقترح طريقة �أخرى لحل المثال ال�سابق.
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الحل
افر�ض �أن بُعْدي قطعة الأر�ض هما �س, �،ص انظر ال�شكل )13-3(.

محيط قطعة الأر�ض = 600م
الم�ساحة )م( = الطول × العر�ض 

                م = �س × �ص
المحيط = 2 × الطول + 2 × العر�ض 

600 = 2�س + 2�ص
�ص = 300 - �س 

م  = �س × �،ص ومنه:
م  = �س × )300 - �س (

م  = 300�س - �س2 
مَ  = 300 - 2�س
مَ  = �صفرًا , ومنه:
300 - 2�س = 0

∴ �س = 150
للتحقق من وجود قيمة عظمى للاقتران م عند �س= 150،  ا�ستخدم اختبار الم�شتقة الثانية:

َ )�س( = -2     َ م
َ )150( = -2 > �صفر. َ ∴ م

∴ الم�ساحة �أكبر ما يمكن ) قيمة عظمى( عندما �س = 150 متًرا.
�ص = 300 - �س, �ص = 150 متًرا. 

مثال  )2(

قطعة �أر�ض م�ستطيلة ال�شكل، محيطها 600م . ما بُعْدا قطعة الأر�ض اللذان يجعلان م�ساحتها �أكبر 
ما يمكن؟

ال�شكل )13-3(.

�س

�ص
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2تدريب 

يملك مُزارع قطعة �أر�ض تقع على �ضفة نهر م�ستقيم. ف�إذا ا�شترى الـمُزارع 300 متر من الأ�سلاك 
ت�سييج  بها من دون  ت�سييجها  �أكبر م�ساحة م�ستطيلة من قطعة الأر�ض يمكن  �أبعاد  ال�شائكة, فما 

البُعْد الواقع على �ضفة النهر؟

الحل
افر�ض �أن �أبعاد ال�صندوق هي: �س , �س , �ص )لماذا؟( ، انظر ال�شكل )14-3(.

الحجم = الطول × العر�ض × الارتفاع
ح = �س × �س × �ص

ح = �س2�ص
لكن, �س + �س + �ص = 120 ← 2�س + �ص = 120 

ومنه: �ص = 120 - 2�س
ح )�س( =  �س2 )120 - 2�س(

ح )�س( = 120�س2 - 2�س3 
حَ )�س( = 240�س - 6�س2 = 0

∴ 6�س)40 - �س ( = 0 

ومنه:  �س = 0،  �أو: �س = 40

مثال  )3(

�صندوق على �شكل متوازي م�ستطيلات، قاعدته مربعة ال�شكل، ومجموع �أبعاده الثلاثة 120�سم.  
جد �أبعاده التي تجعل حجمه �أكبر ما يمكن.

ال�شكل )14-3(.

¢S

¢S

¢U
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للتحقق من القيمة العظمى، يجب �إيجاد: 
حََ  )�س( = 240 – 12�س 

حََ  )0(  = 240 < 0 
∴ توجد قيمة �صغرى محلية عندما �س = 0، لذلك تُرف�ض )لماذا؟(.

حََ  )40( = 240 - 12)40(
 0 < 240 -  = 480 - 240

∴ توجد قيمة عظمى عندما �س = 40
عندما �س = 40، ف�إن �ص = 120 - 2 )40( = 40 

∴ �أبعاد ال�صندوق هي: الطول = 40�سم, العر�ض = 40�سم، الارتفاع = 40�سم.

الحل
افر�ض �أن بُعْدي الورقة هما �س, �،ص والم�ساحة المطبوعة هي م.

المعطيات:  م�ساحة ال�صحيفة 50�سم2.
المطلوب: �إيجاد بُعْدي الورقة حتى تكون م�ساحة الطباعة �أكبر ما يمكن.

مثال  )4(

م�ساحتها  ال�شكل،  م�ستطيلة  ورقية  �صحيفة 
50�سم2, يراد طباعة �إعلان عليها. �إذا كان عر�ض 
و�أ�سفلها 1�سم, وفي  الورقة  ر�أ�س  هام�ش في  كل 
اللذين  الورقة  بُعْدي  فجد  0٫5�سم،  جانب  كل 

يجعلان الم�ساحة المطبوعة �أكبر ما يمكن.

ال�شكل )15-3(.

¢S

¢U

º°S0^5

º°S1

º°S0^5

º°S1
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لح�ساب ذلك، جد م�ساحة منطقة الطباعة م = )�س -2( )�ص -1(, لاحِظ ال�شكل )15-3(، 
ولكن:

50
�س 50 = �س × �ص ، ومنه: �ص =  

)1- 
 
50
�س م)�س( =  )�س -2( )

2 + 100
�س م)�س( = 50 - �س - 

100
�س2 مَ )�س( =  -1 + 

100 = 0 , ومنه: �س2 = 100
�س2  + 1-

∴ �س = 10،  �أو: �س = -10، لذلك تُهمل )لماذا؟(.

للتحقق من �أن للاقتران قيمة عظمى عندما �س = 10�سم، ا�ستخدم اختبار الم�شتقة الثانية:

200-
�س3 َ )�س( =   َ م

-200 > �صفر
1000   = )10( َ َ م

∴ توجد قيمة عظمى عندما �س = 10

50
�س لإيجاد قيمة �ص =  

�ص = 5

∴ بُعْدا الورقة اللذان يجعلان الم�ساحة المطبوعة �أكبر ما يمكن هما: 10�سم ، 5�سم.
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الأسئلة

�أحدهما في مربع  اللذان مجموعهما 60، وحا�صل �ضرب  العددان ال�صحيحان الموجبان  ما  	)1
الآخر �أكبر ما يمكن؟

�صحيفة ورقية م�ستطيلة ال�شكل، م�ساحتها 32�سم2، يراد طباعة �إعلان عليها. �إذا كان عر�ض  	)2
الورقة  بُعْدي  فجد  �سم،  و�أ�سفلها 1�سم, وفي كل جانب 0٫5  الورقة  ر�أ�س  هام�ش في  كل 

اللذين يجعلان الم�ساحة المطبوعة �أكبر ما يمكن.

	�أراد �إبراهيم �أن يفتح نافذة  م�ستطيلة في جدار �إحدى غرف منزله, بحيث يكون محيط النافذة  )3
6م . جد بُعْدي النافذة اللذين ي�سمحان لأكبر كمية ممكنة من ال�ضوء بدخول الغرفة.

كرتونة مربعة ال�شكل طول �ضلعها 12�سم، �إذا قُ�صَّ من جوانبها  	)4
الأربع��ة )4( مربع��ات مت�ساوية ط��ول �ضلعها �س, ث��م رُفِعت 
الجوان��ب، و�أ�صبحت على �صورة علبة مفتوحة من �أعلى، فجد 

قيمة �س التي تجعل حجم العلبة �أكبر ما يمكن.

	�إذا كان مجموع �ضلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية ي�ساوي 40 �سم, فجد �أكبر م�ساحة ممكنة  )5
للمثلث.

�إحاطتها بممر خارجي  ال�شكل، وم�ساحتها 36م2، ثم  يراد ت�صميم بركة قاعدتها م�ستطيلة  	)6
للبركة  الكلية  الم�ساحة  تكون  ت�صميمها بحيث  المراد  البركة  �أبعاد  منتظم عر�ضه متران. جد 

والممر �أقل ما يمكن.

¢S
¢S
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تطبيقات اقتصادية على التفاضلثانيًا

ينتج م�صنع للثلاجات �س ثلاجة �شهريًّا. ف�إذا كانت تكلفة �إنتاجها تعطى بالعلاقة: 
ك)�س( = 36000 + 4�س + �س2,  وكان �سعر الثلاجة الواحدة 500  دينار، فجد عدد الثلاجات 

التي يجب �أن يبيعها الم�صنع �شهريًّا لتحقيق �أكبر ربح ممكن.

 Economic Applications on
Differentiation

�أو  ال�شركات  على  تِّم  ُحت التي  الاقت�صادية  الم�سائل  من  الكثير  ا في  �أي�ضً التفا�ضل  علم  يُ�ستخدَم 
ربح  �أكبر  على  للح�صول  ال�سلع  من  منا�سب  عدد  ب�إنتاج  المتعلقة  القرارات  بع�ض  اتخاذ  الم�صانع 
ممكن، �أو �أقل تكلفة. فمثًال �إذا كانت تكلفة �س من وحدات �سلعة معينة ينتجها م�صنع ما تعطى 
بالاقتران ك)�س( = �س2  + 5�س + 1200، ف�إن ك)�س( يُ�سمّى اقتران التكلفة الكلية، وهو يعتمد 
على المقدار الثابت )1200(، والمقدار المتغير )�س2 + 5�س( الذي يتغير وفق عدد الوحدات المنتجة 
�س. وتُ�سمّى الم�شتقة الأولى للاقتران ك)�س( التكلفة الحدية؛ �أي �إن كَ)�س( = معدل تغير التكلفة 
بالن�سبة �إلى عدد الوحدات المنتجة, علمًا ب�أن التكلفة الحدية لا تت�أثر بالمقدار الثابت لأن م�شتقته 

ِـ )20( وحدة، يتعين �أوًال �إيجاد التكلفة الحدية. �صفر. لح�ساب التكلفة الحدية ل
كَ)�س( = 2�س + 5

كَ)20( = 2)20( + 5 = 45 دينارًا.
وبطريقة م�شابهة، �إذا كان الإيراد الكلي الناتج من بيع �س من هذه الوحدات يعطى بالاقتران 
د)�س( ف�إن دَ )�س( تُ�سمّى الإيراد الحدي )معدل التغير في الإيراد( بالن�سبة �إلى عدد الوحدات المبيعة، 
الربح(  التغير في  الربح الحدي )معدل  تُ�سمّى  رَ )�س(  ف�إن  بالاقتران ر)�س(  يعطى  الربح  و�إذا كان 

بالن�سبة �إلى عدد الوحدات المبيعة.
الربح = الإيراد الكلي – التكلفة الكلية

ر)�س( =  د)�س( - ك)�س( 
∴ رَ )�س( =  دَ )�س( - كَ)�س( 

�أي �إن الربح الحدي = الإيراد الحدي - التكلفة الحدية.
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تعريف

�إذا كان  �س هو عدد الوحدات المنتجة من �سلعة معينة �ضمن فترة محددة في  م�صنع ما ف�إن:
ك) �س( = اقتران التكلفة الكلية.

كَ)�س( = التكلفة الحدية.
د )�س( = اقتران الإيراد الكلي = التكلفة الكلية + الربح  

				   =  ك )�س(  +  ر)�س(.  
دَ )�س( = الإيراد الحدي.

ر)�س( = اقتران الربح    =  الإيراد الكلي - التكلفة الكلية
                        	    =  د)�س( - ك)�س(.

رَ )�س( = الربح الحدي  =  الإيراد الحدي – التكلفة الحدية
                         	    =  دَ )�س(  -  كَ)�س(.

لاحِظ �أنه �إذا كان رَ )�س( = 0 ف�إن: دَ )�س( = كَ)�س(، ومن ذلك نجد �أن الربح يكون �أكبر ما يمكن 
عندما تكون التكلفة الحدية م�ساوية للإيراد الحدي.

مثال  )1(

لاحظت �إحدى ال�شركات التي ت�صنع �ألعاب الأطفال �أن التكلفة الكلية لإنتاج �س لعبة هي
ك)�س( = 300 - 0٫2�س + 0٫001 �س2  دينار، و�أن الربح الناتج من بيع �س لعبة هو

ر)�س( = 0٫4�س دينار. جد كًّال مما ي�أتي:
11 اقتران التكلفة الحدية.(
22 عدد اللعب اللازم �إنتاجها حتى تكون التكلفة �أقل ما يمكن.(
33 الإيراد الحدي الناتج من بيع )1000( لعبة.(
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الحل
11 التكلفة الحدية = كَ)�س( = -0٫2 + 0٫002�س.                  (

22 تكون التكلفة �أقل ما يمكن عندما كَ)�س( = �صفرًا.(
 -0٫2 + 0٫002�س = 0

�س = 100
وبما �أن كََ)�س( = 0٫002 < �صفر، ف�إن كََ)100( < 0 

∴ للاقتران ك قيمة �صغرى عندما �س = 100؛ لـذا ف�إن التكلفة تكون �أقل ما يـمكن عندما 
�س = 100 لعبة. 

33 الإيراد الكلي = ك)�س( + ر)�س( (
د)�س( = 300 - 0٫2�س + 0٫001�س2 + 0٫4�س 

د)�س( = 300 + 0٫2�س + 0٫001�س2
الإيراد الحدي = دَ )�س( = 0٫2 + 0٫002�س

دَ )1000( = 0.2 + 0.002 * 1000 = 0.2 + 2 = 2٫2 دينار.

مثال  )2(

وجد م�صنع لإنتاج الأجهزة الإلكترونية �أن التكلفة الكلية بالدينار لإنتاج �س من الأجهزة �أ�سبوعيًّا 
تعطى بالاقتران ك)�س( = 5000 + 60�س + 0٫002�س2. �إذا بيع الجهاز الواحد بمبلغ 80 دينارًا، 

فما عدد الوحدات التي يجب �إنتاجها وبيعها �أ�سبوعيًّا لتحقيق �أكبر ربح ممكن؟

1تدريب 

�إذا كان اقتران الإيراد الكلي لأحد المبيعات هو د)�س( = 50�س + 2�س2  دينار، واقتران التكلفة 
الكلية ك)�س( = 30�س + 4�س2  + 200 دينار، حيث �س عدد الوحدات المبيعة، فجد قيمة �س 

التي تجعل الربح �أكبر ما يمكن.
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2تدريب 

�أ�سبوعيًّا  بالدينار لإنتاج �س من الأجهزة  التكلفة الكلية  �أن  �إلكترونية  �أجهزة  وجد م�صنع لإنتاج 
تعطى بالاقتران ك)�س( = 50�س + 300. �إذا بيع الجهاز الواحد بمبلغ )200 - �س( دينار، فجد 

قيمة �س التي تجعل الربح الأ�سبوعي �أكبر ما يمكن.

الحل
عدد الأجهزة = �س. 

الإيراد الكلي الناتج من بيع الأجهزة = عدد الأجهزة × �سعر الجهاز 
د )�س( = �س × 80

د )�س( = 80 �س 
الربح = الإيراد - التكاليف 

ر)�س( = 80�س - )5000 + 60�س + 0٫002�س2 ( 
رَ )�س( = 80 - 60 - 0٫004�س

رَ )�س( = 20 - 0٫004�س 
لإيجاد �أكبر ربح ممكن: 

رَ )�س( = 0 ، ومنه: 
20 - 0٫004�س = 0

�س = 5000 جهاز. 
وبما �أن رََ )�س( =  - 0٫004،

و�أن رََ )5000( =  - 0٫004 > �صفر
ف�إن للربح قيمة عظمى عندما �س = 5000 جهاز. 
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الأسئلة

التكلفة  �إذا كان اقتران الإيراد الكلي للمبيعات هو د)�س( = 80�س +  �س2 دينار، واقتران    )1
المنتجة من �سلعة ما،  الكلية هو ك)�س( = 40 + 160�س دينار، حيث �س عدد الوحدات 

فجد الربح الحدي.

2(  ينتج م�صنع للحوا�سيب �س جهاز �أ�سبوعيًّا. ف�إذا كانت تكلفة الإنتاج الكلي الأ�سبوعي بالدينار 
تعطى بالعلاقة ك)�س( = 3000 +50�س + �س2, وكان �سعر الجهاز الواحد 250 دينارًا ، فما 

عدد الأجهزة التي يجب �أن يبيعها الم�صنع �أ�سبوعيًّا لتحقيق  �أكبر ربح ممكن؟

التكلفة  دينار، واقتران  للمبيعات هو د)�س( =60�س - �س2  الكلي  الإيراد  اقتران  �إذا كان    )3
الكلية هو ك)�س( =20 + 8�س دينار, حيث �س عدد الوحدات المنتجة من �سلعة ما, فجد 

الربح الحدي.

4(  	�إذا كان د)�س( = 16�س - �س2 -20 دينار, ك)�س( = 2�س2 - 8�س + 15 دينار, هما �إيراد 
�س من وحدات �سلعة معينة وتكلفتها، فجد قيمة �س التي تجعل الربح �أكبر ما يمكن.

5(  حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

6(   يبيع �أحد الم�صانع الوحدة الواحدة من �سلعة معينة بمبلغ 90 دينارًا. ف�إذا كانت التكلفة الكلية 
لإنتاج  �س  وحدة من هذه ال�سلعة �أ�سبوعيًّا تعطى بالعلاقة:

       ك)�س( = 0٫2�س2 +70�س + 100 دينار, فجد الربح الحدي.
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أسئلة الوحدة

154

1(   يتحرك ج�سيم وفق العلاقة: ف)ن( = 2ن3 - 12ن + 3, حيث ف الم�سافة التي يقطعها الج�سيم 
بالأمتار, ن الزمن بالثواني. جد ت�سارع الج�سيم عندما ت�ساوي �سرعته 42م/ث.

التي يقطعها الج�سيم  الم�سافة  العلاقة: ف)ن( = م )ن -1(2, حيث ف  يتحرك ج�سيم وفق    )2
بالأمتار, ن الزمن بالثواني. �إذا كانت �سرعة الج�سيم المقطوعة بعد 4 ثوانٍ ت�ساوي 12م/ث, 

فجد قيمة الثابت م.
قطعة �أر�ض يراد ت�سييج جزء م�ستطيل منها بحيث تبلغ م�ساحته 3750م2. �إذا كانت تكلفة  	)3
الواحد من جانبين متوازيين ثلاثة دنانير, ومن الجانبين الآخرين دينارين، فجد  الطولي  المتر 

�أبعاد قطعة الأر�ض التي يمكن ت�سييجها لتحقيق �أقل كلفة ممكنة.
	�إذا كان ق)�س( = �س2)6- �س(، فجد: )4

 	�أ  ( فترات التزايد والتناق�ص لمنحنى الاقتران ق.
	ب( القيم العظمى وال�صغرى للاقتران ق )�إن وجدت(.

يبيع �أحد الم�صانع الوحدة الواحدة من �سلعة معينة بمبلغ 100 دينار, ف�إذا كانت التكلفة الكلية  	)5
بالدنانير لإنتاج �س وحدة من هذه ال�سلعة �أ�سبوعيًّا تعطى بالعلاقة:

       ك)�س( = 0٫3 �س2   +40�س +70 دينارًا, فجد الربح الحدي.
اختبار  با�ستخدام  وجدت(  )�إن  وال�صغرى  العظمى  القيم  جد  الآتيين،  الاقترانين  من  لكل  	)6

الم�شتقة الثانية:
 �أ  (  ق)�س( = 2�س3 - 3�س2 - 12�س + 5

ب(  ق)�س( = �س3 - 3�س + 7
	�إذا كان  ق)�س( = �س)3�س -1(2, فجد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق عندما �س = 1 )7

ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما 50، وحا�صل �ضربهما �أكبر ما يمكن؟ 	)8
	�إذا كان ك)�س( = 40 + 3�س2 دينار اقتران التكلفة الكلية لإنتاج �س قطعة من �سلعة ما، فجد  )9

التكلفة الحدية لإنتاج 20 قطعة من هذه ال�سلعة.
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10(  �إذا كان ق)�س( = )3�س - 4(3, فجد قيمة �س التي تجعل قَ)�س( = 36
11(  	يتكون هذا ال��سؤال من �ست فقرات من نوع الاختيار من متعدد، لكل فقرة �أربعة بدائل, 

واحد منها فقط �صحيح . �ضع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح:
)1(  �إذا كان للاقتران ق)�س( = �أ�س2 - 12�س + 1 قيمة حرجة عندما �س = 3، ف�إن قيمة �أ 

ت�ساوي:
  �أ  (  2                   ب(  6                           جـ(  12                      د(  -2

	�إذا كان ميل المما�س للاقتران �ص = )2- �س(4 عند النقطة )�س1, �ص1( ي�ساوي )4( ,  )2(
ف�إن قيمة �س1 ت�ساوي:

�أ  (  -3                 ب(  -2                        جـ(  2                         د(  3
	�إذا كان ق)�س( = �س2 - 4�،س ف�إن للاقتران ق قيمة �صغرى عندما �س ت�ساوي: )3(

  �أ  (  �صفرًا              ب(  2                           جـ(  -4                      د(  4 
فترة التزايد للاقتران ق)�س( = �س2 - 2�س - 2 هي: 	)4(

�أ  ( ]2, 3[           ب( ]0, 1[                   جـ( ]1, ∞(                د( )-∞, 1[
يتحرك ج�سيم وفق العلاقة: ف)ن( = 6ن2- ن3، حيث ف الم�سافة بالأمتار التي يقطعها  	)5(
الج�سيم في زمن قدره ن ثانية. الم�سافة التي يقطعها الج�سيم بالأمتار حتى ي�صبح ت�سارعه 

�صفرًا هي:
�أ  (  12                 ب(  16                        جـ(  24                      د(  32

	�إذا كان للاقتران ق)�س( = �أ�س3 - 3�س2  قيمة �صغرى مـحلية عند �س = 1، ف�إن قيمة  )6(
الثابت �أ  ت�ساوي:

�أ  (  2                    ب(  -2                        جـ(  - 3                     د(  3      
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الوحدة
التكامل وتطبيقاتهالرابعـة

4

158

�أهـــــــم  �أحــــد  التـكـامـل  يُـعـدُّ 
المو�ضوع��ات في الريا�ضيات؛ لـما لـه 
من �أهمية كبيرة في كثير من التطبيقات 
العملـيـ��ة، ولا �ســيم��ا الاقـتـ�صاديـة، 
والاجتماعية،  والعلمي��ة،  والهند�سية، 
ولاإن�ساني��ة. وق��د بد�أ درا�ست��ه درا�سة 
عميق��ة في نهاي��ة الق��رن ال�سابع ع�شر 
الميل�ادي كوكبة من علماء الريا�ضيات 
والفيزي��اء، مث��ل لاإنجلي��زي �إ�سح��اق 
نيوتن )1642م –1727م(، ولاألماني 
جوتف��رد ليبنتز )1646م –1716م( 
اللذينِ يُعزى �إليهما الف�ضل في اكت�شاف 
علم التكامل، الذي توالت الدرا�سات 
المتعلقة به، وا�ستمر التطور في تطبيقاته 
في جمي��ع المجالات الحياتي��ة والعلوم 

المختلفة.
ت�أت��ي درا���سة التكام��ل في ه��ذه 
الوحدة ا�ستكم��الًا لدرا�ستنا مو�ضوع 
والتكامل علمان  فالتفا�ضل  التفا�ضل؛ 

متلازمان يتمم �أحدهما لاآخر.

¢U

¢S
 CG

Ü `L O
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Integration and its Applications

159

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة �أن يكون قادرًا على:
الاقترانات  تكاملات  ح�ساب  في  التكامل  قواعد  ا�ستخدام  	•
ولاأ�سية  قا2�س(،  جتا�س،  )جا�س،  والمثلثية  الحدود،  كثيرات 

الطبيعية.
ا�ستخدام الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي في التكامل. 	•

تعرف التكامل المحدود، وا�ستخدام خ�صائ�صه. 	•
بالتعوي�ض في ح�ساب تكاملات  التكامل  ا�ستخدام طريقة  	•

اقترانات محددة.
ا�ستخدام التكامل في حل م�سائل تتعلق بحركة ج�سيم على  	•

خط م�ستقيم، وتت�ضمن:
- ح�ساب الم�سافة �إذا �أعطيت نقطة البداية وال�سرعة بو�صفها 

اقترانًا في الزمن.
ح�ساب ال�سرعة والم�سافة �ضمن معطيات معينة. 	-

نـمذجة م�سائل النمو والا�ضمحلال وحلها. 	•
ا�ستخدام التكامل في �إيجاد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين  	•

منحنى ومحور ال�سينات.
الطبيعي،  اللوغاريتمي  الاقترانين:  من  كل  م�شتقة  ح�ساب  	•

ولاأ�سي الطبيعي.
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Integration التكامل الفصل
الأول

Û تتعرف مفهوم التكامل غير المحدود وعلاقته بالتفا�ضل.
Û تجد التكامل غير المحدود لاقترانات معينة.

Û تتعرف التكامل المحدود.
Û تجد التكامل المحدود لاقترانات معينة.

Û ت�ستنتج خ�صائ�ص التكامل المحدود.
Û تجد تكامل اقترانات معينة با�ستخدام التكامل بالتعوي�ض.

النتاجات

التكامل غير المحدود

جد قاعدة الاقتران ق الذي تعطى م�شتقته بالقاعدة قَ)�س( = 3�س2 - 6�س + 5،
علمًا ب�أن ق)0( = 7 

للإجابة عن هذا ال��سؤال، �سن�ستخدم قواعد الا�شتقاق التي در�ستها في الوحدة الثانية.
َ = 5، ولهذا ف�إن م�شتقة المقدار  َ =  - 6�س ، و�أن )5�س( = 3�س2، و�أن )- 3�س2( تعلم �أن )�س3(َ 

)�س3 - 3�س2 + 5�س( تعطي القاعدة المطلوبة، وهي )3�س2  - 6�س + 5(.
ولكن، هل المقدار )�س3 - 3�س2 + 5�س( هو الوحيد الذي م�شتقته )3�س2 - 6�س + 5(؟

اً، لذلك: تعلمت من قواعد الا�شتقاق �أن م�شتقة الثابت ت�ساوي �صفر
َ = 3�س2  - 6�س + 5 )�س3 - 3�س2  + 5�س(

= 3�س2 - 6�س + 5، حيث جـ ثابت عددي. وكذلك )�س3 - 3�س2 + 5�س + جـ(َ 
�أي �إنه يوجد عدد لا نهائي من الاقترانات م�شتقة كل منها ت�ساوي )3�س2 - 6�س + 5(،

ويمكن التعبير عن ذلك بال�صيغة العامة لاآتية: 
ق)�س( = �س3 - 3�س2   + 5�س + جـ ، حيث جـ ثابت.

Indefinite Integral �أول
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يُطلق على الاقتران ق)�س( = �س3 - 3�س2 + 5�س +  جـ  ا�سم التكامل غير المحدود للاقتران 
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س + 5

ويُعبَّر عن التكامل غير المحدود للاقتران قَ)�س( بالن�سبة �إلى المتغير �س بال�صورة:
�س.     قَ)�س(  

يمكن القول �إن عملية التكامل هي عملية عك�سية للتفا�ضل )للاقترانات المت�صلة(.       

مثال  )1(

�ص  عندما �س = 2
�س �س، فجد  �إذا كان �ص =  )4�س2 - 3�س( 

الحل

�س �ص=  )4�س2 - 3�س( 
با�شتقاق الطرفين:

�س( = 4�س2 - 3�س �س   ) )4�س2 - 3�س(   �ص  =  
 �س

�ص  = 4)2(2- 3)2( = 10
�س عندما �س = 2، 

تعريف

، ف�إن: �إذا كان ق اقترانًا مت�لصًا
�س = ق)�س( + جـ  )جـ ثابت التكامل(. 1(	 قَ)�س( 

م�شتقة )التكامل غير المحدود للاقتران ق)�س(( = ق)�س(. 	)2

�ص  عندما �س = -1
�س �س، فجد  4�س-1  

�س2  + 1 �إذا كان �ص =  

1تدريب 
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�س	 =  �أ�س + جـ ، حيث �أ  ثابت. 1(	  �أ  

  + جـ ، حيث ن ≠ -1
�سن+1
ن+1 �س      =   2(	 �سن  

�س   =  - جتا�س + جـ 3(	 جا�س  

�س  =  جا�س + جـ 4(	 جتا�س  

�س  =  ظا�س + جـ 5(	  قا2�س  

       )حيث جـ ثابت التكامل(.

مثال  )2(

جد كلًّا من التكاملات لاآتية:

�س     1
جتا2�س   

�س ، �س ≠ 0       4( 
 

1
�س2  

�س         3 (  �س          2(  -2   1(  �س4  

الحل

�س = -2�س + جـ   + جـ                2(  -2  
�س5
5 �س =   1(	  �س4  

  + جـ  
1-
�س  + جـ =  

�س-1
1- �س =   �س =   �س-2    1

�س2  	)3

ر خطوات الحل (. �س = ظا�س + جـ ) برِّ �س =   قا2�س    1
4(	 جتا2�س

بناءً على درا�ستك قواعد الا�شتقاق، يمكنك ا�ستنتاج قواعد التكامل غير المحدود لاآتية:

فكر وناقش 
في الفرع )2( من القواعد الآنف ذكرها، لماذا ي�شترط �أن يكون ن ≠ -1؟
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 جد كلًّا من التكاملات لاآتية:
�س �س                                         2(  �س3     )1

�س ، �س ≤ 0 �س ، �س ≠0                  4(   �س   3(  �س-5  

بما �أن التكامل هو عملية عك�سية للتفا�ضل، فهذه بع�ض خ�صائ�ص التكامل غير المحدود:

�إذا كان �ص= �أ ق)�س(، حيث �أ ثابت، ف�إن �صَ = �أ قَ)�س(؛ لذا ف�إن: 	)1

�س = �أ  ق)�س( + جـ �س = �أ  قَ)�س(   �س =  �أ قَ)�س(     �صَ  

�س ، حيث �أ ثابت. �س = �أ  ل)�س(  �أي �إن:   �أ ل)�س( 

�إذا كان �ص = ق)�س( + م)�س(، ف�إن �صَ = قَ)�س( + مَ )�س(؛ لذا ف�إن:   	)2

�س �س =   ) قَ)�س( + مَ )�س( (    �صَ  

�ص = ق)�س( + م)�س( + جـ

�س. �س +  ع)�س(  �س =   ل)�س(  �أي �إن:     ) ل)�س( + ع)�س( ( 

�إذا كان �ص= ق)�س( - م)�س(، ف�إن �صَ = قَ)�س( - مَ )�س(؛ لذا ف�إن:   	)3

�س �س =  )قَ)�س( - مَ )�س((   �صَ  
�ص = ق)�س( - م)�س( + جـ

�س. �س -  ع)�س(  �س =   ل)�س(  ) ل)�س( - ع)�س( (  �أي �إن:    

2تدريب 



164

)3( 

)4( 

مثال 

مثال 

جد قيمة التكامل لاآتي:
�س  )3�س - 5�س2 + 9( 

جد كلًّا مما ي�أتي:
�س ، �س ≠ 0  

 
�س2  - 5�س

�س �س                2(  1(  �س)2�س - 1( 

الحل

الحل

�س �س +  9  5�س2  �س -   �س  =  3�س   )3�س - 5�س2 + 9( 
�س �س2 د�س + 9  �س - 5  3 �س   = 				  

5 �س3 + جـ2( + )9�س + جـ3(
3 3 �س2 + جـ1( - )

2 (  = 				  

�س3 + 9�س + جـ ،
  

5
3 3  �س2 - 

2   = 				  

حيث الثابت جـ = جـ1 - جـ2 + جـ3  				  

يتعين �أولًا �إجراء عملية ال�ضرب، ثم �إجراء عملية التكامل كما ي�أتي: 	)1
�س �س =   )2�س2 - �س(          �س)2�س - 1( 

 جد كلًّا من التكاملين لاآتيين:
�س �س             2(  )4�س - 3جا�س(   ) 6

  �س 
1(  )3�س2 -

3تدريب 
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 جد كلًّا من التكاملات لاآتية:
0> �س ،  �س 

 

�س2 - 5�س
�س   

3  
�س                  	      2(   1(   )2�س + 3(2 

�س ،  �س ≠ -4  
 

�س3 +64 
�س + 4 �س ، �س ≠ 3   	      4(   

 

�س2 + 2�س - 15
�س - 3  

  )3

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

تدريب 

تدريب 

4

5

1 �س2 + جـ
2 2 �س3 -  

3   =      	                        

يتعين �أولًا �إجراء عملية الق�سمة، ثم �إجراء عملية التكامل كما ي�أتي:    	)2

�س  )�س2 - 5�س( * �س-1   �س  =  �س2-5�س 
�س

�س )�س - 5(   =    			 

�س2 - 5�س + جـ .
 

1
2   =    			 

فكر وناقش 
حُلَّ الفرع )2( من المثال )4( بطريقة �أخرى. 	)1

�س، وذلك ب�إجراء الخطوات لاآتية: �أراد �أ�سامة �إيجاد التكامل لاآتي:  3�س2)2�س-1(  	)2

�س )2�س - 1(  �س ×   3�س2  �س =   3�س2)2�س - 1( 
                                            = �س3 × )�س2 - �س( + جـ

     ناقِ�ش حل �أ�سامة.
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جد كلًّا مما ي�أتي: 	)1

�س ، �س ≠ 0
�س5 �س                                     ب(   

 
1
2  �أ  (   

�س  �س                               د  (   3�س2  )2- �س2(  جـ(  

�س
 

2-
�س-5  هـ(   

جد كلًّا مما ي�أتي: 	)2
�س + 3قا2�س(  �س  

 �أ  (   )10�س2 -  6

�س ب(   )2 - �س( )4�س + 1( 

�س جـ(   3ظا�س جتا�س 

�س ، �س ≠ -2     
 

�س2 + 6�س + 8
�س + 2  د (    

�س ، �س ≠ 0
 
4�س+1

�س  عندما �س = 5، حيث �ص =  
 
�ص
�س جد   	)3

�إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، وكان قَ)�س( = 6�س- 8�س3 + 5، وكان ق)-1( = 2،  	)4
فجد قاعدة الاقتران ق.

�س = 6�س3 - 3�س2 + 6�س - 5، فجد عَ )1(. عَ )�س(  �إذا كان   	)5

الأسئلة
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�إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، وكان قَ)�س( = 2�س - 5 ، وكان ق)2( = 4، فجد قيمة  	)6
ق)1(.

�إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، وكان قَ)�س( = 3�س)6 - 5�س( + 4�س3 ، وكان  	)7
        ق)2( = -1، فجد قيمة ق)1(.

اً، وكان  ، �س ≠ �صفر
�س2 + 6�س + 8�س3

�س   
�إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، وكان قَ)�س( = 	)8

       ق)1( = 12، فجد قاعدة الاقتران ق.

�إذا كان ل اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، وكان لَ )�س( = 6�س2 - 6�س3 - 2�س، فجد قيمة 	)9
       ل)3( - ل)1(.
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تعريف

�س = ع)�س( + جـ ، ف�إن التكامل المحدود للاقتران ق على الفترة ]�أ، ب[  �إذا كان   ق)�س( 

�س = ع)ب( - ع) �أ (، حيث يُ�سمّى العدد: ق)�س( 
�أ

ب

  هو: 

         �أ  : الحد ال�سفلي للتكامل المحدود.

        ب: الحد العلوي للتكامل المحدود.
]
�أ

ب
        ويُرمَز �إلى المقدار العددي ع)ب( - ع) �أ ( بالرمز : ع)�س(

مثال  )1(

�س 3�س2 
1

2

جد 

التكامل المحدودثانيًا

�س. 4قَ)�س( 
1-

2

�إذا كان ق)-1( = 3، ق)2( = 5، فجد قيمة التكامل لاآتي:

The Definite Integral

من  لانهائيًّا  اً  عدد يعطي  ق  للاقتران  المحدود  غير  التكامل  �أن  ال�سابق  الدر�س  في  تعلمت 
الاقترانات ب�صيغة )ع)�س( + جـ ، حيث جـ ثابت(، و�أن لااقترانات تختلف فيما بينها في قيمة 

َ = ق)�س(. الثابت جـ، حيث: )ع)�س( + جـ(

الحل

[ = ))2(3+ جـ ( - ))1(3+ جـ (
1

2
�س = )�س3 + جـ( 3�س2 

1

2

     

                          = 8 + جـ - 1- جـ  = 7
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مثال  )2(

�س )3�س2 - 12�س + 5( 
2

1-

جد قيمة التكامل لاآتي:

الحل

لاحِظ �أن الناتج النهائي للتكامل المحدود يكون قيمة عددية خالية من ثابت التكامل )جـ( )لماذا؟(، 
ولهذا يمكن تجاهل ثابت التكامل في التكامل المحدود.

جد قيمة كل مما ي�أتي:

�س
  

6
4  �س 

1

)1

�س 
4
14)�س(3

0

1

)2

1تدريب 

 ]
2

1-

�س =  )�س3 - 6�س2 + 5�س( )3�س2 -12�س + 5( 
2

1-

     

)10 + 24 - 8( - )5 - 6 - 1-(  =  
6- = )6-( -12-  =  

فكر وناقش 

ر �إجابتك.  هل يمكن تجاهل ثابت التكامل عند �إجراء التكامل غير المحدود؟ برِّ
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الحل

اً  )لماذا؟(. �ص  = �صفر
�س  

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

�س = 9، فجد قيمة الثابت ب. 6�س 
1

ب

�إذا كان

تدريب 

تدريب 

2

3

مثال  )3(

�ص 
�س �س ، فجد قيمة   )4�س3 - 3�س5 + 3( 

1

1

 �إذا كان �ص =
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الأسئلة

ا	ح�سب قيمة كل مما ي�أتي: )1

�س 83     �س   
1

8

1

�س                                                 ب(   2- 
1

6

�أ  ( 

�س     )3�س- 2( )�س+ 1( 
2-

2

�س             د  (  )2�س + 8�س3 - 5�س4  + 7( 
0

2

جـ(

�س = 20، فجد قيمة الثابت م.   4
1-

م

�إذا كان 	)2

فًا على الفترة ]1، 5[، وكان قَ)�س( = 2�س + 1، فجد قيمة   �إذا كان الاقتران ق مُعرَّ 	)3
        ق)5( - ق)1(.

�س  )4�س - 6�س2 + 3( 
2

2

ا	ح�سب قيمة التكامل لاآتي: )4

ا	ح�سب قيمة كل من التكاملات لاآتية: )5

�س )2�س - 3(2 
1

1-

ب( �س	  3�س)4 - 2�س2( 
1

2

 )  �أ	

�س  
 

�س2 + 6�س - 7
�س - 1

0

2-

جـ( 

�س = 13، وكان ق)5( =  -17، فجد قيمة ق)2(.  قَ)�س( 
5

2

�إذا كان  	)6



172

الخ�صائ�ص الخطية

�س، حيث ل ثابت. ق)�س( 
�أ

ب

�س =  ل ل ق)�س( 
�أ

ب

  )1

�س ع)�س( 
�أ

ب

�س + ق)�س( 
�أ

ب

�س =  )ق)�س( + ع)�س(( 
�أ

ب

  )2

�س ع)�س( 
�أ

ب

�س - ق)�س( 
�أ

ب

�س =  )ق)�س( - ع)�س(( 
�أ

ب

  )3

 Properties of the Definiteخصائص التكامل المحدودثالثًا
Integral

نشاط )1(

�س 3�س2 
1

4

 1(   �أ ( اح�سب قيمة التكامل لاآتي: 

�س �س2 
1

4

 ب( اح�سب قيمة  3
ر �إجابتك.   جـ(  ماذا تلاحظ؟ برِّ

�س )6�س - 5 + 6�س2( 
1-

2

 2(   �أ ( اح�سب قيمة التكامل لاآتي: 

�س   6�س2 
1-

2

�س +   5
1-

2

�س -  6�س 
1-

2

  ب( اح�سب قيمة: 

ر �إجابتك.   جـ( ماذا تلاحظ؟ برِّ

مثال  )1(

�س = -2، فجد قيمة كل مما ي�أتي: هـ )�س( 
1

3

�س = 6 ،  ق)�س( 
1

3

 �إذا كان 

�س )3هـ )�س( - 6ق)�س( + 4( 
1

3

�س                            2(  2ق)�س( 
1

3

 )1
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الحل

�س ق)�س( 
1

3

�س = 2  2ق)�س( 
1

3

 )1 

12 = )6(2 =                                  

�س  
1

3

�س + 4 ق)�س( 
1

3

�س - 6 هـ )�س( 
1

3

�س = 3 )3هـ )�س( - 6ق)�س( + 4( 
1

3

 )2

     ]
1

3
                                                              =  3)-2( - 6)6( + )4�س(

  34-  = )4 -12( + 36 - 6-  =                                                              

1تدريب 

�س = 5، فجد قيمة كل مما ي�أتي: ع)�س( 
1-

2

�س = -2،    2ل)�س( 
1-

2

 �إذا كان 

�س  )2ع)�س( - 3ل)�س( - 2�س( 
1-

2

 )2 		 �س     
 

5ع)�س(
2

1-

2

)1

نشاط )2(

ر �إجابتك. �س، ماذا تلاحظ؟ برِّ )4�س + 3�س2 - 5( 
ب

ب

1(  اح�سب قيمة التكامل لاآتي: 

2(  اح�سب قيمة كل من التكاملين لاآتيين:

�س 6�س2 
3

1

�س                             ب( 6�س2 
1

3

       �أ ( 

ر �إجابتك.        ماذا تلاحظ؟ برِّ
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مثال  )2(

�س = 4، فجد كلًّا مما ي�أتي: ق)�س( 
1

6

�س = 2،  2ق)�س( 
1

5

�إذا كان 

�س  ق)�س( 
6-

6-

�س                     3(   ق)�س( 
5

6

�س                          2( ق)�س( 
5

1

 )1

اً. �س = �صفر ق)�س( 
�أ

�أ

	)1

�س ق)�س( 
ب

�أ

�س =  - ق)�س( 
�أ

ب

	)2

�س )خ�صي�صة لاإ�ضافة(. ق)�س( 
�أ

جـ

�س = ق)�س 
ب

جـ

�س + ق)�س( 
�أ

ب

	)3

)لا يُ�شترط في خ�صي�صة الإ�ضافة �أن تكون قيمة ب بين �أ، جـ(.

بناءً على �إجاباتك في الن�شاط )2(، يمكنك التو�صل �إلى الخ�صائ�ص لاآتية للتكامل المحدود:

3(  اح�سب قيمة كل من التكاملات لاآتية:

�س )2�س - 1( 
2

5

�س                      ب( )2�س - 1( 
1

2

 �أ  ( 

�س )2�س - 1( 
1

5

جـ(

       ماذا تلاحظ؟
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الحل

2تدريب 

�س = 4، فجد قيمة كل مما ي�أتي: ق)�س( 
1-

6

�س = 5 ، 
  

ق)�س(
3  1-

2

�إذا كان

�س ق)�س( 
6

2

�س                       2(   2ق)�س( 
2

1-

  )1

�س = 2 2ق)�س( 
1

5

	)1

�س = 2، وبق�سمة كل من الطرفين على 2، ينتج: ق)�س( 
1

5

2

�س = -1  )لماذا؟(. ق)�س( 
5

1

�س = 1، ومنه:   ق)�س( 
1

5

         

�س  )لماذا؟(. ق)�س( 
1

6

�س + ق)�س( 
5

1

ق)�س( د�س = 
5

6

  	 )2

3 = 4 + 1- =            		

اً )لماذا؟(. �س = �صفر ق)�س( 
6-

6-

    )3

3تدريب 

�س ق)�س( 
2

5

�س = 18، فجد قيمة التكامل لاآتي:  )3ق)�س( - 4( 
2

5

�إذا كان 
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4تدريب 

�س = 0، فجد قيمة الثابت م. ق)�س( 
م3 +1 

7-

1(   �إذا كان 

�س = 0، فجد قيمة الثابت ن.  )2�س - 3( 
ن

1

2(   �إذا كان

الحل
اً، وقاعدة الاقتران ق غير معلومة، ف�إن: بما �أن قيمة التكامل المحدود ت�ساوي �صفر 	)1

       الحد العلوي للتكامل = الحد ال�سفلي للتكامل
       �أ2- 4 = 2 +  �أ

       �أ2- �أ - 6 = 0 )لماذا؟(.
       )�أ - 3( )�أ + 2( = 0 
ومنه:  �أ = 3، �أو:  �أ  = -2

]
1

ب

�س  = )�س2 - �س( )2�س - 1( 
1

ب

  )2
                                  0  = )ب2- ب( - ))1(1-2( 

                                  0  = ب )ب- 1( 
∴  ب = 0، �أو  ب = 1 )لماذا؟(.

مثال  )3(

�س  = 0، فجد قيمة الثابت �أ. ق)�س( 
2+�أ

�أ4-2

1(  �إذا كان 

�س = 0، فجد قيمة الثابت ب. )2�س - 1( 
1

ب

2(  �إذا كان
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�س = 4، فجد قيمة كل مما ي�أتي: ق)�س( 
4

5

�س = 12،  2ق)�س( 
1

4

�إذا كان  	)1

�س ق)�س( 
5

1

			     ب(   �س 3ق)�س( 
4

1

 �أ  ( 

�س )ق)�س( + 2�س( 
5

4

جـ( 

�س = 5، فجد قيمة كل مما ي�أتي:  )هـ )�س( + 1( 
2

1-

�س = 3، 
  

ل)�س(
2  

1-

2

�إذا كان 	)2

�س     )3هـ )�س( - 2�س + 3ل)�س(( 
1-

2

		               ب(  �س هـ )�س( 
2

1-

 �أ  ( 

�س = 0، فجد قيمة الثابت �أ. ق)�س( 
1- �أ

5�أ+7

�إذا كان   	)3

�س = 0، فجد قيمة الثابت م. )2 - 4�س( 
3

م

�إذا كان  	)4

�س = 9، فجد قيمة التكامل لاآتي: )3ق)�س( - 5( 
4

1

�إذا كان  	)5

�س )2ق)�س( + 1( 
1

4

	

�س = 6، فجد قيمة الثابت ل. )2�س - 1( 
0

ل

�إذا كان   	)6

الأسئلة
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التكامل بالتعويضرابعًا

جد قيمة التكامل لاآتي:

�س �س2 + 9  2�س  
0

4

 

Integration by Substitution

اقترانات  لوجود عملية �ضرب  �سابقًا؛  تعلمتها  التي  بالطرائق  التكامل  لا يمكن ح�ساب هذا 
داخل التكامل ي�صعب تب�سيطها، لذلك ن�ستخدم طريقة التكامل بالتعوي�ض في ح�ساب هذا التكامل، 
وب�صورة  متغير جديد،  بدلالة  التكامل  لكتابة  منا�سب  تعوي�ض  ا�ستعمال  على  تقوم  طريقة  وهي 

ي�سهل �إجراء عملية التكامل لها.

مثال  )1(

�س جد قيمة التكامل لاآتي:  3�س2  )�س3 + 5(2 

الحل
يمكن �إيجاد قيمة هذا التكامل با�ستخدام طريقة التكامل بالتعوي�ض، وذلك ح�سب الخطوات لاآتية:

ا	فر�ض �أن ما في داخل القو�س = �ص )1
افر�ض �أن �ص = �س3 + 5

ل التكامل المطلوب بدلالة المتغير الجديد )�ص(، كما ي�أتي: حوِّ 	)2
�ص = �س3 + 5

�س �ص = 3�س2  = 3�س2 ، ومنه: 
 

�ص
�س بالا�شتقاق:  

بالعودة �إلى التكامل و�إجراء التعوي�ضات والاخت�صارات والتكامل، ينتج: 	)3
�س(              �س   =    )�ص(2 )3�س2    3�س2 )�س3 + 5(2 
 + جـ

�ص3
3  

�ص   =                                           =    �ص2 
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�أَعدِ التعوي�ض بدلالة المتغير )�س(، فيكون ناتج التكامل: 	)4

+ جـ  
 

)�س3 + 5(3
3 �س =    3�س2 )�س3 + 5(2 

مثال  )2(

جد قيمة كل من التكاملات لاآتية:
�س 6جتا)2�س - 1(  �س             2(   �س2 + �س + 5  )2�س + 1(  	)1

�س
 

1
5�س + 1  

 
3

0

�س                                    4(
  

6�س
�س2 + 1   3

0

2

)3 

فكر وناقش 
جد قيمة التكامل في المثال )1( بطريقة �أخرى، وتحقق من �أن �إجابتك �صحيحة.  

1تدريب 

�س 21 )3�س2 + 4�س( )�س3 + 2�س2(7  جد قيمة التكامل لاآتي:   

الحل

�س     �س2 + �س + 5  1(	 )2�س + 1( 
افر�ض �أن �ص = �س2 + �س + 5

�س                       �ص= )2�س + 1(  = 2�س + 1 ، ومنه: 
 

�ص
�س               

�س )2�س + 1(  �س2 + �س + 5 �س  =    �س2 + �س + 5  )2�س + 1(   

�ص �ص       =   
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+ جـ
3
)�ص(2

 
2
3  

�ص = 
1
)�ص(2   = 

�ص3   + جـ   2
3   = 

 + جـ
)�س2 + �س+5 (3   2

3  = 
�س 6جتا)2�س - 1(    )2

         افر�ض �أن �ص= 2�س - 1

�س �ص = 2   = 2، ومنه: 
 

�ص
�س               

�ص  )لماذا؟(. �س  =   3جتا�ص                6جتا)2�س - 1( 
                                                    = 3جا�ص + جـ

                                                    = 3جا)2�س - 1( + جـ

�س  
  

6�س
�س2 +1   3

جد �أولًا التكامل غير المحدود:   	)3

افر�ض �أن �ص= �س2 + 1

�س �ص = 2�س   = 2�س، ومنه: 
 

�ص
�س       	

�ص   )لماذا؟(.  �ص 3 
1 �س    =  

  

6�س
�س2 + 1   3

       

�ص  
1-
)�ص(3

 
3   =       	                              

+ جـ
2
3 ( )�ص(3

2  ( 3  =       	                               

3 )�س2  + 1 (2 + جـ

 
9
2   =       	                               

9
2  - 25 3

 
9
2    =  ]

0

2

) )�س2  + 1(2 3

 
9
2 �س  =  )

  

6�س
�س2 + 1   3

0

2

        فيكون  

3
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 يمكن التعوي�ض في قيم �ص بدلًا من قيم �س كما ي�أتي:
عندما �س = 2 ،  �ص = )2(2 + 1 = 5
عندما �س = 0 ،  �ص = ).(2 + 1  = 1

   ]
1

5
�ص2  3

 
9
2 ∴ قيمة التكامل المحدود =  

9
2   - 25 3

 
9
2   =             			 

�س    
 

1
5�س + 1    

	)4

       افر�ض �أن �ص = 5�س + 1

�س �ص = 5  �ص = 5 ، ومنه:  
�س              

�ص )لماذا؟(.   1
5  

�ص 
1

 
�س =   

 

1
5�س +1    

            

�ص   
1-
)�ص(2

 
1
5    =

 + جـ
1
)2( )�ص(2

 
1
5    =

+ جـ �ص
 

2
5   = 

5�س + 1 + جـ   2
5   = 

]
3

0

5�س + 1    2
5 �س = 

 

1
5�س +1  

 
3

0

قيمة التكامل 

6-
5  = )4( 2

5  - )1(  2
5   =           	                                          
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تدريب 

تدريب 

2

3

حُلَّ الفرع )4( من المثال )2( با�ستخدام قيم �ص بالتعوي�ض في حدود التكامل.

جد قيمة كل من التكاملات لاآتية:
�س 2�س قا2)1- �س2(  �س                             2(    1(    3�س)�س2 + 1(-5 

�س
  

1
�س + 1    5 

 0

3

�س          4( �س - 2�س2 - 1  )4�س - 1(3
1

1-

)3 

4تدريب 

جد قيمة كل تكامل مما ي�أتي:
�س ، حيث �أ، ب ثابتان، �أ ≠ 0، ن ≠ -1 )�أ�س + ب(ن  	)1

�س ، حيث �أ، ب ثابتان، �أ ≠ 0 �س + ب(  جتا)�أ 	)2

�إذا كان �أ، ب ثابتين، �أ ≠ 0، ن ≠ -1، ف�إن:

+ جـ
  

)�أ�س + ب(ن+1
)ن +1( �س     =   �أ 1(  )�أ�س + ب(ن 

+ جـ 
  

- جتا)�أ�س + ب(
�أ �س  =   2(  جا)�أ�س + ب( 

+ جـ
  

جا)�أ�س + ب(
�أ �س =   3(  جتا)�أ�س + ب( 

+ جـ 
  

ظا)�أ�س + ب(
�أ �س  =   4(  قا2)�أ�س + ب( 

بناءً على حل التدريب )4(، يمكن ا�ستنتاج القواعد لاآتية:
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مثال  )3(

الحل

�س        
1-
)2�س- 1(3

0

13-

�س = 
  

1
2�س -1   3

0

13-

        ]
0

13-

 

2
( )2�س - 1(3   3

2 (  1
2

 
 =  

  
  
 2)1-( 3 3

4  -  
2)27-( 3  3

4   =  

6 =  24
4  =  3

4  - 27
4   =  

5تدريب 

جد قيمة كل تكامل مما ي�أتي:

�س 6)1- 2�س(5 
1-

2

 )1

�س  2(    12جا)1- 4�س( 

�س
  

1
2�س - 1   3

0

13-

جد قيمة التكامل لاآتي: 
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ا	كتب التعوي�ض المنا�سب لإيجاد قيمة كل تكامل من التكاملات لاآتية: )1

�س )2�س3 - 2(2  �س                  ب(   6�س2 5 �أ  (   )1- 2�س( )�س - �س2(4 

�س
  

3�س - 9
)�س2 - 6�س(2 �س        د  (    جـ(   )2�س - 3�س2( قا2)�س3 - �س2( 

جد قيمة كل من التكاملات لاآتية: 	)2
�س �س                             ب(   )�س - 1( )2�س2- 4�س + 1(5   

)3�س - 2(2 �أ  (   3

�س �س                                  د (   2�س3 جا)�س4 + 1(  2 قا2)2- �س(  جـ( 

ا	ح�سب قيمة كل من التكاملات لاآتية: )3

�س 3�س2)�س3  - 1(3 
1-

1-

�س                                 ب( 4�س + 1   
0

2

�أ   ( 

�س   
 3- 2�س

)�س2 -3�س(2   
1

2

�س                           د  (  2�س 3 �س2 - 1 
1

0

جـ(

�س 3�س2 قَ)�س3( 
2-

3

�إذا علمت �أن ق)-8( = 5، ق)27( = -6، فجد قيمة التكامل لاآتي:  	)4

�س 8�س ق)�س2 + 1( 
1-

2

�س = 3، فجد قيمة التكامل لاآتي: ق)�س( 
5

2

�إذا علمت �أن  	)5

6(  حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

الأسئلة
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Integral Applications
تطبيقات التكامل الفصل

الثاني

Û تحل م�سائل هند�سية با�ستخدام التكامل.
Û تحل م�سائل فيزيائية با�ستخدام التكامل.

Û تجد م�ساحة المنطقة المغلقة بين منحنى اقتران معين ومحور ال�سينات با�ستخدام التكامل المحدود.

النتاجات

Geometric Applicationsتطبيقات هندسية�أول

لمنحنى  المما�س  ميل  و�أن  بالنقطة )-1، 2(،  يمر  منحناه  ب�أن  علمًا  الاقتران ق،  قاعدة  جد 
الاقتران �ص = ق)�س( عند النقطة )�س، �ص( يعطى بالقاعدة:

قَ)�س( = 2�س - 1 

مثال  )1(

جد قاعدة الاقتران ق، علمًا ب�أن ميل المما�س لمنحناه عند النقطة )�س، �ص( يعطى بالقاعدة:
 قَ)�س( = 3�س2 - 8�س، و�أن منحناه يمر بالنقطة )-1، 3(.

تعلمت �سابقًا �أن ميل المما�س لمنحنى الاقتران �ص = ق)�س( عند �أي نقطة على منحناه )�أ، ق)�أ(( 
ي�ساوي قَ) �أ (، حيث ق اقتران قابل للا�شتقاق عندما �س = �أ.

ولأن التكامل عملية عك�سية للتفا�ضل؛ ف�إنه يمكننا �إيجاد قاعدة الاقتران ق بمعرفة ميله قَ)�س( عند 
�أي نقطة على منحناه )�س، �ص(، و�إحداثيي �إحدى النقط على منحناه.
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مثال  )2(

يعطى  )�س، �ص(  النقطة  عند  لمنحناه  المما�س  ميل  ب�أن  علمًا  الاقتران �ص = ق)�س(،  قاعدة  جد 
�س2 + 9 ، و�أن النقطة )-4، 1( تقع على منحنى الاقتران �ص.   =  �س 

 
�ص
بالقاعدة:  �س

الحل
قَ)�س( = 3�س2 - 8�س

ب�إجراء التكامل بالن�سبة �إلى المتغير �س لكل من الطرفين، ينتج:

�س �س =  )3�س2 - 8�س(   قَ)�س( 
ق)�س( = �س3 - 4�س2 + جـ

لكن منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )-1، 3(؛ �أي �إن ق)-1( = 3
ق)-1( = )-1(3- 4)-1(2 + جـ

          3 = -1- 4 + جـ، ومنه: جـ = 8
∴ قاعدة الاقتران ق)�س( = �س3  - 4�س2 + 8

1تدريب 

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

�ص
�س ميل المما�س لمنحنى العلاقة �ص عند النقطة )�س، �ص( =  

�س2 + 9                    =  �س 
  

�ص
�س                 

الحل
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2تدريب 

جد قيمة ق)14(، علمًا ب�أن ميل المما�س لمنحنى الاقتران �ص = ق)�س( عند النقطة 
2�س - 1، و�أن منحناه يمر بالنقطة )0، 5(. 3 )�س، �ص( يعطى بالقاعدة : قَ)�س( = 6

�س �س2 + 9     �ص  =  �س     

�س �س2 + 9     �ص  =   �س   

ح خطوات �إيجاد التكامل(. + جـ     )و�ضِّ )�س2 + 9(3
  

1
3     �ص  =  

لكن �ص = 1 عندما �س =  -4

+ جـ 3)9 + 2)4-( (   1
3   = 1        

122-
3 ومنه: جـ = 

122
3 )�س2 + 9(3 -  

  
1
3 ∴ قاعدة الاقتران �ص =  
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الأسئلة

�إذا كان ميل المما�س لمنحنى الاقتران �ص = ق)�س( عند النقطة )�س، �ص( ي�ساوي 	)1
)6 - 2�س + 9�س3(، فجد قاعدة الاقتران ق، علمًا ب�أن ق)0( = 5 	

جد قاعدة الاقتران ق، �إذا كان ميل المما�س للمنحنى �ص = ق)�س( عند النقطة )�س، �ص(  	)2

 ، وكان منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )0، 4(.
 

2�س
�س2 +  8  3

 
يعطى بالقاعدة: قَ)�س( =  	

جد قيمة ق)1(، علمًا ب�أن ميل المما�س للمنحنى �ص = ق)�س( عند النقطة )�س، �ص( ي�ساوي 	)3
	 25)5�س + 4(4، و�أن منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )-1، 7(.

�إذا كان ميل المما�س لمنحنى الاقتران ل عند النقطة )�س، �ص( يعطى بالقاعدة: 	)4
لَ )�س( = 2�س)4 - 3�س(، فجد قاعدة الاقتران ل، علمًا ب�أن منحناه يمر بالنقطة )0، 3(. 	

�س ≠ 0، 
   

2�س2 - 5�س
�س �إذا كان ميل المما�س لمنحنى الاقتران هـ يعطى بالقاعدة  هـَ )�س( =   	)5

فجد هـ )2(، علمًا ب�أن منحنى الاقتران هـ يمر بالنقطة )-1، 5(.
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Physical Applicationsتطبيقات فيزيائيةثانيًا

يتحــرك ج�سيم على خط م�ستقيم، وتعطى �سرعته بالعلاقــة: ع)ن( = )2ن + 5( م/ث، حيث 
ن: الزمن بالثواني. جد موقع الج�سيم بعد ثانيتين من بدء الحركة، علمًا ب�أن موقعه الابتدائي ف)0( = 3 م. 

مثال  )1(

�إذا  كانت  الموقع الابتدائي ف)0( = 4 م.  انطلق من  يتحرك ج�سيم على خط م�ستقيم بحيث 
�سرعته بعد مرور ن ثانية تعطى بالعلاقة: ع)ن( = )6- 2ن + 6ن2( م/ث، فجد موقعه بعد مرور 

ثلاث ثوانٍ من بدء الحركة.

تعرفت �أن �سرعة الج�سيم الذي يتحرك على خط م�ستقيم، والذي يكون موقعه ف)ن( يعطى 

بعد مرور زمن مقداره )ن(  ت�سارعه  و�أن   ، ف
ن الزمن، هي:ع)ن( =  فَ)ن( =  بعلاقة مع 

ال�سرعة  �أو  ال�سرعة،  الم�سافة بمعرفة مقدار  ، ولهذا يمكن معرفة  ع
ن هو: ت)ن( = عَ)ن( = 

ا معرفة ال�سرعة بمعرفة مقدار الت�سارع. والت�سارع، ويمكن �أي�ضً

ف 
ن ع)ن( = 6 - 2ن + 6ن2، لكن ع)ن( =  

ف  =  6 - 2ن + 6ن2
ن        

ن )6 - 2ن + 6ن2(  ف =                
                ف  =  6ن - ن2 + 2ن3 + جـ

0(  = 4، ومنه: جـ = 4  )لماذا؟(. لكن  ف)
ومنه: ف)ن(  = 6ن - ن2 + 2ن3 + 4

    ∴ ف)3(  =  18 - 9 + 54 + 4 = 67 

∴ موقع الج�سيم بعد مرور ثلاث ثوانٍ من بدء الحركة = 67م.

الحل



190

مثال  )2(

�إن ت�سارعها بعد مرور ن ثانية من انطلاقها يعطى  تتحرك نقطة مادية على خط م�ستقيم بحيث 
�أن موقعها الابتدائي ف)0( = 2م، و�أن  �إذا علمت  بالعلاقة: ت)ن( = )12ن - 20( م/ث2. 

�سرعتها الابتدائية ع)0( = 3 م/ث، فجد:
�سرعة النقطة المادية بعد مرور ثانيتين من انطلاقها. 	)1

موقع النقطة المادية بعد مرور ثلاث ثوانٍ من انطلاقها. 	)2

 1(	 ت)ن(   =  12ن - 20

ع  =  12ن - 20
ن  

ن ع  =  )12ن - 20(   

ن ع  =   )12ن - 20(    
 ع  = 6ن2 - 20ن + جـ1

      لكن: ع)0(  = 3،  ومنه: جـ1 = 3
 ∴ ع)ن( = 6ن2- 20ن+ 3

      ومنه: ع)2(  = 24 - 40+ 3 = -13م/ث. 
        �أي �إن �سرعة النقطة المادية بعد مرور ثانيتين من انطلاقها هي -13 م/ث.

الحل

1تدريب 

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س. 	)1 
يتحرك ج�سيم على خط م�ستقيم بحيث �إن �سرعته بعد مرور )ن( ثانية من بدء الحركة تعطى  	)2
بالعلاقة: ع)ن( = )6 )1+ 2ن(2( م/ث. جد موقعه بعد مرور ثانية واحدة من بدء الحركة، 

علمًا ب�أن موقعه الابتدائي ف)0( = 5 م.
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2تدريب 

 يتحرك ج�سيم على خط م�ستقيم، وبت�سارع ثابت مقداره ت)ن( = 12 م/ث2. �إذا كانت �سرعته 
الابتدائية ع)0( = 5 م/ث، وموقعه الابتدائي ف)0( = 3 م، فجد:

�سرعة الج�سيم بعد مرور �أربع ثوانٍ من بدء الحركة. 	)1
موقع الج�سيم بعد مرور ثلاث ثوانٍ من بدء الحركة. 	)2

ع)ن( = 6ن2 - 20ن + 3 	)2

ف = 6ن2 - 20ن + 3
ن  

ن ف = )6ن2 - 20ن + 3(   

ن ف =  )6ن2 - 20ن + 3(   
  ف  = 2ن3 - 10ن2 + 3ن + جـ2
 لكن ف)0( = 2،  ومنه: جـ2 = 2

∴ ف)ن( = 2ن3 - 10ن2 +  3ن + 2

ومنه:  ف)3( = 54 - 90 + 9 + 2 = -25 م  موقع النقطة المادية بعد مرور ثلاث ثوانٍ 
من انطلاقها.

ما دلالة لاإ�شارة ال�سالبة في ال�سرعة في الفرع )1( من مثال 2، والموقع في الفرع )2(؟ 
فكر وناقش 
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ثانية من بدء حركته تعطى  �إن �سرعته بعد مرور ن  يتحرك ج�سيم على خط م�ستقيم بحيث  	)1
بالعلاقة: ع)ن( = )12جتا)2ن - 1(( م/ث. جد القاعدة التي تمثل موقع الج�سيم بعد مرور 

ن ثانية من بدء الحركة.

ثانية من بدء حركتها   �إن �سرعتها بعد مرور ن  تتحرك نقطة مادية على خط م�ستقيم بحيث  	)2
تعطى بالعلاقة: ع)ن( = )4ن + 8( م/ث. جد موقع النقطة المادية بعد مرور �أربع ثوانٍ من 

بدء حركتها، علمًا ب�أن موقعها الابتدائي ف)0( = 2م.

�إذا كان ت�سارع ج�سيم ي�سير على خط م�ستقيم بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة يعطى بالعلاقة:  	)3
الابتدائية  الابتدائي ف)0( = 3م، و�سرعته  ت)ن( = 48)1- 2ن(3 م/ث2، وكان موقعه 

ع)0( = 2 م/ث، فجد:
 �أ  ( �سرعة الج�سيم بعد مرور ثانية واحدة من بدء الحركة.

ب( موقع الج�سيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

ثانية من بدء الحركة تعطى  �إن �سرعته بعد مرور ن  يتحرك ج�سيم على خط م�ستقيم بحيث  	)4
بالقاعدة: ع)ن( = )3ن -1( )4ن +1( م/ث. جد:

 �أ  ( القاعدة التي تمثل موقع الج�سيم بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة.
ب( موقع الج�سيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة، علمًا ب�أن موقعه الابتدائي ف)0( = 7م.

الأسئلة
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The Areaالمساحةثالثًا

يمثل ال�شكل )4-1( ناف��ذة طول قاعدتها 2 م، 
مح�صورة بمنحنى الاقتران �ص = ق)�س( = 1- �س2

�إذا �أردن��ا و�ض��ع زج��اج على الناف��ذة، وكانت 
تكلف��ة المرت� المربع الواحد من��ه خم���سة دنانير، فما 

التكلفة الكلية لزجاج النافذة؟ 

2¢S -1= (¢S)¥

¢S
 

¢U

2Ω

ال�شكل )1-4(.

ال�شكل )2-4(.

�إن من �أهم تطبيقات التكامل المحدود ح�ساب م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنيات 
بين  المح�صورة  المغلقة  المنطقة  م�ساحة  ح�ساب  على  درا�ستنا  و�ستقت�صر  والم�ستقيمات.  الاقترانات 

منحنى اقتران معين ومحور ال�سينات.

م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص= ق)�س( ومحور ال�سينات على الفترة 
]�أ، ب[ تعطى بالقاعدة:

�س.  |ق)�س(| 
�أ

ب

الم�ساحة = 

عند تطبيق هذه القاعدة، تظهرالحالات لاآتية:
�إذا كان ق)�س( ≤ 0  لكل �س في الفترة ]�أ، ب[،  	)1

ف�إن|ق)�س( |= ق)�س( على الفترة ]�أ، ب[, 

�س، ق)�س( 
�أ

ب

والم�ساحة  المطلوبة =  

انظر ال�شكل )2-4(.

¢U

¢S
CG Ü

(¢S)¥ = ¢U
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¢U

1Ω
2Ω

1Ω

2Ω

¢U

¢U

¢S

¢S

¢S

CG

CG

CG

Ü`L

Ü
`L

Ü

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

ال�شكل )3-4(.

ال�شكل )4-4(.

ال�شكل )5-4(.

ب[،  ]�أ،  الفترة  في  �س  لكل   0  ≤ ق)�س(  كان  �إذا  	)2
ف�إن| ق)�س( | = - ق)�س( على الفترة ]�أ، ب[،

�س، - ق)�س( 
�أ

ب

والم�ساحة المطلوبة =

انظر ال�شكل )3-4(.

3(  �إذا كان ق)�س( ≤ 0 لكل �س في الفترة ]�أ، جـ[،  
ف�إن  ]جـ، ب[،  الفترة  �س في  لكل   0 ≤ ق)�س( 

،
2
 + الم�ساحة م

1
الم�ساحة المطلوبة = الم�ساحة م

�س - ق)�س( 
جـ

ب

�س+ ق)�س( 
�أ

جـ

 الم�ساحة المطلوبة =

�س، ق)�س( 
جـ

ب

�س - ق)�س( 
�أ

ب

 =

انظر ال�شكل )4-4(.

4(  �إذا كــان ق)�س( ≥0 لكـل �س في الفترة ]�أ، جـ[، 
ف�إن  ب[،  ]جـ،  الفترة  في  �س  لكل   0  ≥ ق)�س( 

,
2
 + الم�ساحة  م

1
الم�ساحة المطلوبة = الم�ساحة  م

�س ق)�س( 
جـ

ب

�س + - ق)�س( 
�أ

جـ

الم�ساحة المطلوبة =

�س، ق)�س( 
جـ

ب

�س + ق)�س( 
�أ

جـ

- =

انظر ال�شكل )5-4(
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)1( 

)2( 

مثال 

مثال 

جد م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق)�س( = 2�س + 4، ومحور  ال�سينات، 
والم�ستقيمين: �س = 1، �س = 4

جد م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص = ق)�س( = 3�س2 - 12، ومحور 
ال�سينات، والم�ستقيمين: �س = -1، �س = 2

الحل
لإيجاد الم�ساحة المطلوبة، اتبع الخطوات لاآتية:

1(  جد نقاط تقاطع منحنى لااقتران ق مع محور ال�سينات )�إن وجدت( بم�ساواة لااقتران بال�صفر 
)لماذا؟(.

2�س + 4 = 0، ومنه: �س = -2، وهذه القيمة لا 
تقع �ضمن الفترة المطلوبة، انظر ال�شكل )6-4(.
الفـترة  التكامل المحدود للاقـتران ق عـلى  2(  جـد 

.]4 ،1[

]
1

4

�س = )�س2 + 4�س(  )2�س + 4( 
1

4

        
27 = )4 + 1( - )16 +16( =                     

�س = 27 وحدة مربعة. ق)�س( 
1

4

3(  الم�ساحة =

ال�شكل )6-4(.

¢U

¢S
 

2- 1- 2

¢U

¢S
2- 41

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U
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مثال  )3(

منحنى  بين  المح�صورة  المغلقـة  المنطقـة  م�سـاحة  جـد 
الاقتران �ص = ق)�س( = �س2 - 2�س، ومحور ال�سينات 

على الفترة ]1، 4[.

الحل

الحل

ق)�س( = 0
قيم  وهي   ،2  ،2-  = �س  ومنه:   ،0  =12  - 3�س2 
محور  مع  عندها  ق  الاقتران  منحنى  يتقاطع  التي  �س 

ال�سينات، انظر ال�شكل )7-4(.

يتعين  لذا  2[؛   ،1-[ الفترة  على   0≤ ق)�س(  �أن  لاحِظ 
�إيجاد التكامل المحدود للاقتران ق على الفترة ]-1، 2[:

 ]
1-

2
�س = )�س3 - 12�س(  )3�س2 - 12( 

1-

2

27- = ))12-( -1-( - )24 -8( =                                   

�س  =  27 وحدة مربعة. ق)�س( 
1-

2

�س  =   - |ق)�س(| 
1-

2

∴ الم�ساحة المطلوبة  =

ق)�س( = 0
�س2  - 2�س = 0

�س)�س - 2( = 0، ومنه: �س = 0، �س = 2، عندها 
يتقاطع منحنى الاقتران ق مع محور ال�سينات،

انظر ال�شكل )4- 8(.

ال�شكل )7-4(.

ال�شكل )8-4(.

¢U

¢S
 

2- 1- 2

¢U

¢S
2- 41

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

¢U

¢S2Ω

1Ω 2 4

(¢S)¥ = ¢U
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مثال  )4(

جد م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص = ق)�س( = �س2 + 3�س،  ومحور ال�سينات.

لاحِظ �أن �س = 0 لا تقع �ضمن الفترة ]1، 4[،
في حين �أن �س = 2 تقع �ضمن الفترة ]1، 4[.

ولهذا يتعين �أولًا �إيجاد التكامل المحدود للاقتران ق على الفترة ]1، 2[:

 ]
1

2
- �س2( 

 

�س3
3 �س =  ) )�س2 - 2�س( 

1

2

 
2-
3   =  )1 - 

 
1
3 ( - )4 -

 
8
3 (  =                                  

ثم �إيجاد التكامل المحدود للاقتران ق على الفترة ]2، 4[:

 ]
2

4

 - �س2(
�س3
3 �س =  ) )�س2 - 2�س( 

2

4

 
20
3  = )4- 

 
8
3 (  - )16 -

 
64
3 (  = 			 

�س ق)�س( 
2

4

�س + ق)�س( 
1

2

�س = - |ق)�س(| 
1

4

∴ الم�ساحة المطلوبة =

 وحدة مربعة.
 
22
3  = 

 
20
3  +

  
2
3  =       					   

الحل
ق)�س( = 0

�س2 + 3�س = 0
�س)�س + 3( = 0،  ومنه:  �س = 0،  �س = -3
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عندئذٍ يتقاطع منحنى الاقتران ق مع مـحور ال�سينات، 
انظر ال�شكل )4-9(، فتكون الم�ساحة المطلوبة مح�صورة 
الفترة  على  ال�سينات  ومحور  ق  الاقتران  منحنى  بين 
]-0،3[؛ �إذ يتعين �إيجاد التكامل المحدود للاقتران ق 

على الفترة ]-3، 0[:

 ]
3-

0
)

3�س2
2   +

  

�س3
3 �س = ) )�س2  + 3�س( 

3-

0

 

 
9-
2  = )27

2  + 9-( - )0( =  			 

9 وحدة مربعة.
2 �س =  |) ق)�س(| 

3-

0

∴   الم�ساحة المطلوبة   = 

1تدريب 

ال�سينات على  المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص = ق)�س(، ومحور  المنطقة  جد م�ساحة 
الفترة المحددة في كل مما ي�أتي:

ق)�س( = 12- 4�س         ،  على الفترة ]1، 2[. 	)1

ق)�س( = 3�س2 - 12�س    ،  على الفترة ]0، 2[. 	)2

ق)�س( = 6 - 2�س           ،  على الفترة ]1، 4[. 	)3

 ) ¥ =¢S ¢U(

¢U

¢S
 3-

 

ال�شكل )9-4(.

2تدريب 

جد م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران  �ص = ق)�س( = �س2 - 2�س - 3، ومحور 
ال�سينات.
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3تدريب 

= 8 وحدات 
 1

يـمثل ال�شـكل )4 - 10( منحنى الاقـتران �ص = ق)�س(. ف�إذا كانـت الم�ساحة م
اً �إجابتك:  = 5 وحدات مربعة،  فجد قيمة كل مما ي�أتي، مبرِّر

2
مربعة، والم�ساحة م

�س ق)�س( 
�أ

ب

 )1

�س ق)�س( 
ب

جـ

 )2

�س ق)�س( 
�أ

جـ

 )3

4(  م�سـاحة المنطقـة المغلقـة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق ومحور ال�سينات على الفترة ]�أ، جـ[.

¢U

Ü `L
1Ω

2Ω

(¢S)¥ = ¢U

¢S
 CG

 

ال�شكل )10-4(.
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الأسئلة

جد م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص = ق)�س(، ومـحور ال�سينات  	)1
والم�ستقيمين المحددين في كل مما ي�أتي:

 �أ  (  ق)�س( = 12                ،    �س = -1    ،  �س = 2
ب(  ق)�س( = 5 - 2�س       ،    �س = -2    ،   �س = 2

جـ(  ق)�س( = 3�س2 - 3       ،    �س = -4    ،   �س = -2 

جد م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص = ق)�س(، ومحور ال�سينات على  	)2
الفترة المحددة في كل مما ي�أتي:

 �أ  (  ق)�س( = 6 - 6�س2      ،   على الفترة ]-2، 0[.
ب(  ق)�س( = 4�س3              ،   على الفترة ]-1، 1[.

جـ(  ق)�س( = 3�س2 - 48    ،   على الفترة ]3، 5[.
 د (  ق)�س( = - �س2 - 4      ،   على الفترة ]-1، 1[.

جد م�ساحة المنطقة المغلقة المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص = ق)�س(، ومحور ال�سينات في  	)3
كل مما ي�أتي:

		     ب( ق)�س( = 4�س3 - 12�س2  �أ  ( ق)�س( = 4�س - �س2

يمثل ال�شكل )4- 11( منحنى الاقتران �ص = ق)�س(. 	)4
1= 13 وحدة مربعة،

 ف�إذا كانت الم�ساحة م
 = 3 وحدات مربعة،

2
 والم�ساحة م

اً �إجابتك. �س، مبرِّر ق)�س( 
5-

3

 فجد قيمة 

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س. 	)5

 )¥ =¢S ¢U(

¢U

¢S
 

 5-

Ω1

32Ω

ال�شكل )11-4(.
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 Natural Logarithmic and Natural Exponential Functions and 
their Applications

الاقترانان: اللوغاريتمي الطبيعي والأسي الطبيعي وتطبيقاتهما الفصل
الثالث

Û تتعرف الاقترانين: اللوغاريتمي الطبيعي، ولاأ�سي الطبيعي.
Û تجد م�شتقة كل من الاقترانين: اللوغاريتمي الطبيعي، ولاأ�سي الطبيعي.

Û تجد تكامل الاقتران لاأ�سي الطبيعي.
Û ت�ستخدم الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي في التكامل.

Û تحل م�سائل عملية تتعلق بالنمو والا�ضمحلال.

النتاجات

�أول
الاقترانان: اللوغاريتمي الطبيعي

                والأسي الطبيعي
 Natural Logarithmic and Natural
Exponential Functions

العمليات  الميلادي بو�صفها طريقة لإجراء  ال�سابع ع�شر  القرن  اللوغاريتمات منذ  ا�ستُخدِمت 
الح�سابية التي ي�صعب تنفيذها بالطرائق التقليدية. و�ستدر�س في هذا الف�صل الاقترانين: اللوغاريتمي 

الطبيعي، ولاأ�سي الطبيعي، وبع�ض تطبيقاتهما.
حيث )ع < 0(، 

 
1
ع يمثل ال�شكل )4- 12( منحنى الاقتران �ص = 

والم�ستقيمين: ع = 1، ع = �س )حيث �س < 1(.
بتطبيق قواعد ح�ساب الم�ساحات بالتكامل المحدود على الم�ساحة المحددة

في ال�شكل )4- 12(، ف�إن:

ع ، وهذا التكامل يُ�سمّى 
  

1
ع  

1

�س

الم�ساحة = 

  �س (.
هـ
الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي، ويُرمَز �إليه بالرمز:) لــــو

¢S

¢U

´
 

 1

 = ¢U1́

الم�ساحة

الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي

�س با�ستخدام قواعد التكامل التي تعلمتها �سابقًا؟ ف�ِّرس �إجابتك.
 

1
�س      هل يمكنك �إيجاد   

ال�شكل )12-4(.



202

ع
  

1
ع

1

�س

  �س = 
هـ
�إذا كان �س < 0، ف�إن لــــو

ـ )�س(. ِـ ويُقرَ�أ: اللوغاريتم الطبيعي ل
الذي  نيبير(  جون  لاأ�سكتلندي  الريا�ضيات  عالم  �إلى  )ن�سبة  النيبيري  العدد  هو  هـ  والعدد 
يجعل الم�ساحة المحددة في ال�شكل )4-12( ت�ساوي وحدة مربعة واحدة، وهو عدد غير 

ن�سبي، و�سنعتمد قيمته التقريبية 2.7

تعريف

م�شتقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي

، حيث ن ≠ -1
 

�سن+1
ن+1 �س =  تعلمت �سابقًا �أن   �سن  

�س ، حيث �س < 0؟ ولكن، ما قيمة التكامل لاآتي:  �س-1 

�س، حيث �س < 0 
 

1
�س �س =     ليكن ل)�س( =  �س-1 

با�شتقاق كل من الطرفين، ينتج:

)لماذا؟(.
 

1
�س  لَ )�س( = 

، ف�إن: 1
�س وبما �أن ل)�س( هو التكامل غير المحدود للاقتران 

ع  = ل)�س( - ل)1(
 

1
ع  

1

�س

  �س =
هـ
 لــــو

  �س  = ل)�س( - ل)1(
هـ
لــــو

ع، حيث ع < 0, ويمكن ا�ستخدام هذا التعريف �إذا كانت قيمة �س 
 

1
ع

1

�س

  �س =
هـ
�أي �إن: لــــو

بين 0 ، 1, وينطبق على الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي قوانين اللوغاريتمات التي در�ستها �سابقًا.
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.
 

1
�س   �س  حيث �س < 0، ف�إن قَ)�س( =  

هـ
1( �إذا كان ق)�س( =  لــــو

  م)�س( ، م)�س( <0, وكان م اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�إن
هـ
2( �إذا كان ق)�س( =  لــــو

.
 

 مَ )�س(  
م )�س(  

 قَ)�س( = 

نظرية

وبا�شتقاق كل من الطرفين، ينتج:
َ  = لَ )�س( - �صفر    )لماذا؟(.   �س(

هـ
) لــــو

1 ، حيث �س < 0
�س   = َ   �س(

هـ
وبذلك يكون ) لــــو

1تدريب 

ح الفرع )2( من النظرية ال�سابقة بتطبيق الفرع )1(، م�ستخدمًا قاعدة ال�سل�سلة. و�ضِّ

مثال  )1(

عند النقطة المحددة في كل مما ي�أتي:
 

�ص
�س جد 

   6�س ،  �س < 0  عندما  �س = 1
هـ
�ص =  لــــو 	)1

   )�س2 + 10(     عندما  �س = -2
هـ
�ص =  لــــو 	)2

الحل
   6�س  

هـ
1(  �ص =  لــــو

    1
�س   =  6

6�س   =
  

 �ص
 �س

1 =
�س = 1

 �ص
 �س
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2تدريب 

جد قَ)�س( في كل مما ي�أتي: 
   جتا�س

هـ
ق)�س( =  لــــو 	)1

2 ، �س < 0
�س   

هـ
ق)�س( =  لــــو 	)2

   )�س3 + 8(، �س < -2
هـ
ق)�س( =  لــــو 	)3

تدريب 

تدريب 

3

4

  )�أ �س + 3( ، حيث �أ ثابت، وكان قَ )-2( = 1، فجد قيمة الثابت �أ.
هـ
�إذا كان ق)�س( = لــــو

  |�س|  )حيث �س ≠ 0(، فجد قَ)�س(.
هـ
 �إذا كان ق)�س( = لــــو

)�إر�شاد: ادر�س الحالتين: لاأولى عندما �س < 0      حيث |�س| = �س،
                                     والثانية عندما �س > 0      حيث |�س| = - �س(.

بناءً علىحل التدريب )4(، يمكن ا�ستنتاج النظرية لاآتية:

   |�س| + جـ ،  حيث �س ≠ 0
هـ
�س =  لــــو   1

�س �س =        �س-1  

نظرية

   )�س2 + 10(
هـ
�ص =  لــــو 	)2

2�س
 �س2 +10

 = 
 

�ص
�س

 2-
7   = 

 
4-
14   = 

�س = -2

 �ص
 �س
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مثال  )2(

جد قيمة كل تكامل مما ي�أتي:

�س 5 -10�س 
�س2 - �س + 7 �س ، �س ≠ 0                    2(      2

�س   )1

الحل

   |�س| ( + جـ
هـ
�س = 2 ) لــــو  2

�س   	)1

  |�س2 - �س + 7 | ( + جـ 
هـ
�س =  -5 ) لــــو 5 -10�س 

�س2 - �س + 7  
 

	)2

ح خطوات الحل في الفرع )2( با�ستخدام التكامل بالتعوي�ض.       و�ضِّ

5تدريب 

 جد قيمة كل تكامل مما ي�أتي:

�س ، �س ≠ 0   3-
�س    )1

�س )6�س2 - 4( )�س3 - 2�س + 1(-1    )2

الاقتران الأسي الطبيعي

، حيث هـ العدد النيبيري( هو الاقتران  تعرفت �سابقًا �أن الاقتران لاأ�سي الطبيعي )�ص = هـ�س
العك�سي للاقتران اللوغاريتمي الطبيعي.

  �ص = �س(.
هـ
( تكافئ ال�صورة اللوغاريتمية )لــــو فال�صورة لاأ�سية )�ص = هـ�س

ويمكن �إيجاد الم�شتقة لاأولى للاقتران لاأ�سي الطبيعي با�ستخدام النظرية لاآتية:
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6تدريب 

ح الفرع )2( من النظرية ال�سابقة بتطبيق الفرع )1(، م�ستخدمًا قاعدة ال�سل�سلة.  و�ضِّ

مثال  )3(

جد قَ)�س( في كل مما ي�أتي: 
2ـ�س2  +1 ق)�س( = ه ه3ـ�س                            2(	 ق)�س( =  	)1

  )�س3 +1(
هـ
ه5ـ�س - لــــو 3�س2                          4(  ق)�س( = 2 �س2  ق)�س( = هجـا 	)3

الحل
ه3ـ�س  قَ)�س( = 3  	)1

2ـ�س2  +1 قَ)�س( = 4�س ه 	)2
ر خطوات الحل(. 3�س2                                    )برِّ قَ)�س( = 6�س جتا3�س2  هجـا 	)3

ر خطوات الحل(.  )برِّ
  

3�س2
�س3 +1 * 4�س -  ه5ـ�س + ه5ـ�س قَ)�س( = 2�س2 * )5(  	)4

�إذا كان ق)�س( =  هـ�س )حيث هـ العدد النيبيري(، ف�إن قَ)�س( = هـ�س . 	)1
�إذا كان ق)�س( = هـل)�س( ، وكان ل)�س( اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�إن:  	)2

       قَ)�س( = لَ)�س( هـل)�س(.

نظرية
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تدريب 

تدريب 

7

8

 جد �صَ في كل مما ي�أتي:
2�س  �ص = ه3ـ-�س2                                 2( �ص = هجـتا 	)1

 
ه3ـ�س  

�س2 +1  �س (                 4( �ص = 
هـ
�ص = )هـ�س () لــــو 	)3

(؛ لذا يمكن ا�ستنتاج النظرية لاآتية: ( ت�ساوي )هـ�س لاحِظ �أن م�شتقة )هـ�س

ح الفرع )2( من النظرية ال�سابقة بتطبيق الفرع )1(، م�ستخدمًا التكامل بالتعوي�ض. و�ضِّ

�س = هـ�س + جـ ، حيث هـ العدد النيبيري. 1(	 هـ�س  

 + جـ ،  �أ ، ب عددان حقيقيان، �أ ≠ 0
�س   + ب ه�ـأ

�أ �س =  2(	 هـ�أ�س + ب  

نظرية

مثال  )4(

جد قيمة كل من التكاملات لاآتية:
�س    )5 +  6

�س 1(	  )3 هـ�س  - 

�س 2(	 8 هـ4-2�س   

�س )2- �س( هـ�س2  -4�س+7   	)3
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الحل

  |�س| + 5�س + جـ.
هـ
�س =  3هـ�س  –  6 لــــو  )5 +  6

�س ) 3هـ�س -  	 )1

ر لاإجابة(. �س = -4ه4ـ-2�س    + جـ    )برِّ 8 ه4ـ-2�س      	)2

-1 هـ�س2  -4�س+7 + جـ .
2 �س =  3(	 )2- �س( هـ�س2  -4�س+7  

ح خطوات الحل في الفرع )3( با�ستخدام التكامل بالتعوي�ض(.       )و�ضِّ

9تدريب 

جد قيمة كل من التكاملات لاآتية:

�س      1 هـ�س  
2  	)1

�س 1 هـ1-  6�س     
3  	)2

�س  3(	 )2 + 3�س2( هـ�س3+2�س  -1 

�س  6
هـ1- 2�س   

 	)4
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الأسئلة

جد قَ)�س( في كل مما ي�أتي: 	)1

ه2ـ�س + 6، �س < 0   �س  + 7
هـ
1  +  لــــو

�س  �أ  (   ق)�س( = 

  �س  - 2ه3ـ- 2�س   - �س2 ، �س < 0
هـ
ب(   ق)�س( =  3 لــــو

  )جتا �س(
هـ
جـ(   ق)�س( =  هـجا�س - 2لــــو

جد قيمة كل من التكاملات لاآتية: 	)2
�س 1 + 3�س2 ( 

�س  �أ  (   )2هـ�س  - 

�س 24ه1ـ+ 2�س    ب(  

�س جـ(    2�س هـ1- �س2  

�س 5 - 3ه3ـ�س   - 4(  
�س د  (    )

�س 8�س 
�س2 + 4 هـ(   

�إذا كان ميل المما�س للاقتران �ص = ق)�س( عند النقطة )�س، �ص( يعطى بالقاعدة: 	)3
قَ)�س( = 2هـ�س + 2�س ، فجد قاعدة الاقتران ق، علمًا ب�أن منحناه يمر بالنقطة )0، 4(.

ثانية من بدء حركتها  �إن �سرعتها بعد مرور ن  تتحرك نقطة مادية على خط م�ستقيم بحيث  	)4
تعطى بالعلاقة:

8 ، و�إن ن < 0، جد الاقتران الذي يمثل موقع النقطة المادية بعد  مرور 
ن   + ع)ن( = هنـ+1

ن ثانية من بدء حركتها.
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Growth and Decayالنمو والاضمحلالثانيًا

النمو والا�ضمحلال هما من التطبيقات العملية المهمة للاقترانين: اللوغاريتمي الطبيعي، ولاأ�سي 
الطبيعي؛ فالكثير من الظواهر العلمية والاجتماعية والاقت�صادية ولاإن�سانية والبيولوجية وغيرها يمكن 

التعامل معها باقتران ع)ن( الذي يرتبط بالزمن )ن(؛ �أي �إن �ص = ع)ن(، حيث ن الزمن.

يتزايد عدد �سكان مدينة ما ب�صورة م�ستمرة منتظمة وفق قانون النمو، بن�سبة مقدارها  %0.8 
�سنويًّا. ف�إذا بلغ عدد �سكانها 600000 ن�سمة عام 2010م ، فكم �سيبلغ عدد �سكانها عام 2135م؟

�إذا كان معدل تغير الاقتران �ص ) �أي عَ )ن( ( يتنا�سب بانتظام وا�ستمرار مع الاقتران نف�سه  �أما 
ع)ن(، ف�إن:

عَ )ن( = �أ ×ع)ن(، حيث: �أ: ثابت التنا�سب، ن: الزمن.              

= �أ  ، حيث ع)ن( ≠ 0
 

عَ)ن(
ع)ن( ومنه: 

ن ن =   �أ   عَ)ن( 
ع)ن(   ∴

وبفر�ض �أن ل = ع)ن(، وا�ستخدام التكامل بالتعوي�ض، ينتج:
    |ع)ن(| = �أ ن + جـ

هـ
لــــو

   ع)ن( = �أ ن + جـ
هـ
و�إذا كان ع)ن( < 0، ف�إن العلاقة ت�صبح: لــــو

وهذه ال�صورة اللوغاريتمية تكافئ ال�صورة لاأ�سية: ع)ن( = ه�ـأن+جـ
وعندما ن  = 0، ف�إن ع )0( = هجــ   

�إذن: ع )ن( = ه�ـأن+جـ 
        ع )ن( = ه�ـأن × هجــ       )ا�ستخدام قوانين لاأ�س�س(.

        ع )ن( = ه�ـأن  × ع )0(
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قيمة الظاهرة المدرو�سة �ص = ع)ن( هي:
�ص = ع)ن( = ع0 × ه�ـأن   ،  حيث:

�إذا كان �أ < 0، ف�إن �ص =ع)ن( تزداد بزيادة قيمة ن، فتكون المعادلة �ص =ع)ن( معادلة النمو،  	)1
ويكون �أ معامل النمو.

�إذا كان �أ > 0، ف�إن �ص = ع)ن( تنق�ص بزيادة قيمة ن، فتكون المعادلة �ص = ع)ن( معادلة  	)2
الا�ضمحلال �أو التلا�شي، ويكون �أ معامل الا�ضمحلال.

مثال  )1(
 �إذا كان عدد �سكان بلدة ما يخ�ضع لقانون النمو، ويتزايد بانتظام وا�ستمرار بمعدل 2% �سنويًّا، 

وكان عدد �سكانها 40 �ألف ن�سمة عام 1990م ، فكم �سيبلغ عدد �سكانها عام  2040م؟

الحل
 عدد ال�سكان =ع)ن( = ع0 × ه�ـأن 

      ع0 = ع)0( = 40000 ن�سمة، على فر�ض �أن عام 1990م هو نقطة لاإ�سناد.
        �أ   = 0.02

       ن  = 2040- 1990 = 50 عامًا.
      ع)ن( = ع0 × ه�ـأن 

      ع)50( = 40000)2٫7(0٫02×50
      ع)50( = 40000×2٫7 = 108000 ن�سمة عدد �سكان البلدة عام 2040م.

ع0 = ع)0( = القيمة الابتدائية.
هـ  = العدد النيبيري ≈ 2.7.

 ن  = الزمن.
  �أ  = ثابتًا عدديًّا يمثل ثابت التنا�سب.
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مثال  )2(

مقداره  تناق�ص  وبـمعدل  الا�ضمحلال،  قانون  وفـق  منتظمة  م�ستمرة  ب�صورة  م�شعة  مادة  تتحلل 
0٫0002 �سنويًّا. جد كتلة المادة الم�شعة المتبقية بعد مرور 5000 �سنة، علمًا ب�أن كتلة المادة لاأ�صلية 

هي 540 غرامًا.

الحل
كتلة المادة المتبقية = ع)ن( = ع0 × هـ�أن

ع0  = ع )0( = 540 غرامًا.
 �أ  = -0٫0002 )لماذا لاإ�شارة �سالبة؟(.

ن = 5000 �سنة.
      ع)ن( = ع0 × هـ�أن

ع)5000( = 540 × )2٫7(-0٫0002×5000
1-2٫7 × 540 =            	

5400  = 200 غرام كتلة المادة المتبقية بعد 5000 �سنة.
27   =  540

2٫7   =            	  

1تدريب 

 اقتر�ض يمان مبلغ 10000 دينار من م�صرف يح�سب ربحًا مركّبًا منتظمًا وفق قانون النمو، بن�سبة ربح 
مقدارها 4% �سنويًّا. جد جملة المبلغ الذي �سي�سدده يمان للم�صرف بعد مرور خم�س وع�شرين �سنة.

2تدريب 

يتناق�ص ثمن عقار بمرور الزمن، وب�صورة م�ستمرة منتظمة وفق قانون الا�ضمحلال  بمعدل %5 
�سنويًّا. ف�إذا كان ثمنه لاأ�صلي 80000 دينار، فكم ي�صبح ثمنه بعد مرور 40 �سنة؟
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مثال  )3(

 يتزايد �سعر قطعة �أر�ض وفق قانون النمو بمرور الزمن، وب�صورة م�ستمرة منتظمة. ف�إذا ازداد �سعرها 
من 400 �ألف دينار �إلى 800 �ألف دينار خلال 10 �سنوات، فجد �سعرها بعد مرور 30 �سنة.

الحل
�سعر قطعة لاأر�ض = ع)ن( = ع0× ه�ـأن 

ع0 = ع )0( = 400000 دينار.
ع )10( = 800000 دينار.

ع )ن( = ع0× ه�ـأن 
عندما  ن = 10 �سنوات، ع )10( = ع0× ه0ـ1�أ

,     ومنه: )هـ(10�أ   = 2 800000 = 400000×ه0ـ1�أ
عندما ن = 30 �سنة، ع)30(  = 400000× ه0ـ3�أ

3)2(×400000 = 3) 1�أ 0ـ      = 400000× )ه
 )8( ×400000 =    

    = 3200000 دينار ي�صبح ثمنها بعد 30 �سنة.
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الأسئلة

ال�ساعة. جد  بن�سبة 200 % في  النمو  قانون  منتظمة وفق  م�ستمرة  ب�صورة  البكتيريا  تتكاثر  	)1
عددها بعد ن�صف �ساعة، علمًا ب�أن عددها لاابتدائي )000 500(.

يتناق�ص ثمن �سيارة بمرور الزمن، وب�صورة م�ستمرة منتظمة وفق قانون الا�ضمحلال، وبمعدل   	)2
اً، فجد ثمنها بعد مرور 25 �سنة. 8 % �سنويًّا. ف�إذا كان ثمنها لاأ�صلي 12580 دينار

يذوب ملح في الماء، وتخ�ضع كتلة الملح المتبقية من دون الذوبان في الماء لقانون الا�ضمحلال.  	)3
�إذا و�ضعت 10 كيلوغرامات من الملح في الماء، فذاب ن�صف الكمية بعد مرور ربع �ساعة، 

فجد كتلة الملح المتبقية من دون الذوبان في الماء بعد �ساعة وربع ال�ساعة.

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س. 	)4
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أسئلة الوحدة

في كل مما ي�أتي:
 

�ص
�س جد  	)1

�س )3�س( )4�س - 2( 
1-

3

		       ب( �ص = �س           
 
4�س-1
�س2 +5 �أ  ( �ص = 

�س  )    �س - ه2ـ�س
هـ
)لــــو

2

2

�س              	          د ( �ص = ظا)4+ �س(  جـ( �ص = 

    �س
هـ
   )�س2 + 6(- ه2ـ�س -1   + �س3 -1        و ( �ص = جا�س  لــــو

هـ
 هـ( �ص = لــــو

2ـ�س2-1  ، فجد قََ )�س(. �إذا كان ق)�س( = ه 	)2

�س، فجد قَ)2(. �إذا كان ق)�س( =  �س)2- �س2(  	)3

جد كلًّا من التكاملات لاآتية: 	)4

�س
 

6
�س- 5

 
�س                                    ب( 

 

�س2-7�س
�س   3

 �أ  ( 

�س )3�س + 2(2  �س                        د (  )�س- 2( )�س + 2(  جـ( 

�س  ، �س < -1  
�س2

�س3 +1    
�س                  و(  )2�س - 1( )�س2  - �س(5    هـ( 

�س  
12�س3
�س4 +3 �س                            ح(  - ه�ـس + 3( 

 
2
�س (  ز( 

�س
 

2�س +1
جتا2)�س2 + �س(   

�س                                    ي(  6�س هـ�س5+2    ط( 
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ا	ح�سب قيمة كل من التكاملات لاآتية: )5

�س، حيث هـ العدد النيبيري هـ  
1

4

�س                	          ب(
  

1
�س 3

1-

8-

 
 �أ (

�س  
 
�س2  + 7�س +12

�س + 4
1-

1

�س                د(  )
 

1
�س2  

-
 

1
�س (

4

1

جـ(

�س  4�س × ه�ـس2   
1

0

�س                                 و(  2
2�س + 1

3

0

 هـ( 

�س
 

10
5�س + 6  2

6

 ز( 

اً، فجد قيمة الثابت ب. �س = �صفر ق)�س(  
ب2+ ب

-ب +3

�إذا كان 	)6

�س = 20، فجد قيمة كل مما ي�أتي: ) ق)�س( + 3 ( 
1-

5

�س = 4،   ق)�س( 
1

5

�إذا كان 	)7

�س )3ق)�س( - 4�س( 
5

1

�س          جـ(  ق)�س( 
1

1-

�س            ب(  ق)�س( 
5

1-

 �أ  ( 
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8( جد قيمة الثابت ب في كل مما ي�أتي:

�س = 0 )2�س - 1( 
4

ب

�س = 12                               ب(  2ب 
1-

3

 �أ  ( 

�س = 5ب  )1 - 4�س( 
2

ب

�س = -21              د (   )ب �س2 + 2( 
0

3

جـ( 

�إذا كان ميل الـمما�س لـمنحنى الاقتران �ص = ق)�س( عند النقطة )�س، �ص( يعطى بالقاعدة   	)9
)1 + �س( )3�س + 2(، فجد قاعدة الاقتران ق، علمًا ب�أن منحناه يمر بالنقطة )2، -1(.

المح�صورة بين منحنى الاقتران �ص = ق)�س( = 3�س2 - 27،  المغلقة  المنطقة  جد م�ساحة  	)10
ومحور ال�سينات في الفترة ]-4، 0[.

مقداره ت)ن( = 12ن)1 - ن( م/ث2،  بت�سارع  م�ستقيم،  مادية على خط  نقطة  تتحرك  	)11
حيث ن الزمن بالثواني. ف�إذا كانت �سرعتها الابتدائية ع)0( = 3 م/ث، وموقعها الابتدائي   

ف)0( = 2م، فجد:
 �أ  ( �سرعة النقطة المادية بعد مرور �أربع ثوانٍ من بدء الحركة.

ب( موقع النقطة المادية بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

12(	 يتزايد ثمن تحفة فنية بمرور الزمن، وب�صورة م�ستمرة منتظمة وفق قانون النمو، بن�سبة %2٫5 
�سنويًّا. ف�إذا كان ثمنها لاأ�صلي 3000 دينار، فكم ي�صبح ثمنها بعد مرور 80 عامًا؟

217
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الوحدة
الإحصاء والاحتمالاتالخامسة

5

218

يُ����عَ����دُّ ع���ل���م الإح�������ص���اء 
والاح���ت���م���الات �أح����د ف���روع 
الا�ستغناء  التي لا يمكن  الريا�ضيات 
المتعددة  تطبيقاتها  �إلى  نظرًا  عنها؛ 
في مختلف مجالات الحياة، ولا �سيما 
الهند�سية، والعلمية، والاجتماعية، 
والإدارية،  والطبية،  والاقت�صادية، 
يُعَدُّ  �أ�سا�سياتها  تعلم  ف���إن  ولهذا 
من  الكثير  لفهم  ا  مهمًّ م��دخ�لً�ًا 
المحيط  العالم  في  الطبيعية  الظواهر 

بنا.
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 Statistics and Probability

219

يتوقع من الطالب بعد درا�سة هذه الوحدة �أن يكون قادرًا على:

تعرف مبد�أ العد، وا�ستخدامه في حل م�سائل حياتية. 	•
ال�صحيح  العدد  وم�ضروب  والتوافيق  التباديل  ا�ستق�صاء  	•
م�سائل عملية  العد، وحل  مبد�أ  با�ستخدام  ال�سالب  غير 

على ذلك.
فهم العلامة المعيارية وعلاقتها بالعلامة الخام. 	•

ح�ساب العلامة المعيارية للعلامة الخام، وتف�سيرها. 	•
ا�ـستق�صاء خ�صائ�ص التوزيـع الطبيعي، والإفادة منهـا في  	•

حل م�سائل عملية.
�شكل  طريق  عن  متغيريـن  بين  الارتباط  طبيعـة  تـحديد  	•

الانت�شار.
متغـيريـن،  بـين  بير�سـون  ارتبـاط  معـامل  قيمة  ح�سـاب  	•

وتف�سير دلالات قيمته عن طريق �شكل الانت�شار.
تحديد معادلة خط الانحدار للارتباط بين متغيرين. 	•

المتغيرين،  �أحد  بقيم  للتنب�ؤ  تطبيق معادلة خط الانحدار  	•
وتحديد الفرق بين القيمة المفتر�ضة والقيمة المتنب�أ بها.
فهم المتغير الع�شوائي المنف�صل، وتوزيع ذي الحدين. 	•
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Counting Methods
طرائق العد الفصل

الأول

Û تتعرف مبد�أ العد، وت�ستخدمه في حل م�سائل حياتية.
Û تجد قيمة م�ضروب العدد ال�صحيح غير ال�سالب، وت�ستخدمه في حل م�سائل حياتية.

Û تتعرف مفهومي التباديل  والتوافيق، وخ�صائ�ص كل منهما.
Û تحل م�سائل حياتية با�ستخدام التباديل والتوافيق.

مبدأ العد�أول

لدى محمد �أربعة �أنواع من القم�صان، وثلاثة �أنواع من البناطيل، ونوعان من الأحذية، فهل 
يكفيه ذلك �إذا �أراد كل يوم ارتداء لبا�س مختلف عن اليوم الذي �سبقه مدة �شهر كامل؟

ال�شعب  �أن عدد  ف�إذا علم  الفيزياء والريا�ضيات.  ت�سجيل م�ساقي  يريد  �أحمد طالب جامعي 
التي  الطرائق  عدد  فكم  الريا�ضيات،  لم�ساق  و�شعبتان  �شعب،  ثلاث  الفيزياء هي  لم�ساق  المتوافرة 

يمكنه بها الت�سجيل للم�ساقين )علمًا ب�أنه لا يمكن طرح هذه ال�شعب جميعًا في وقت واحد(؟

ت�سجيل  في  الأولى  تتمثل  اختيار،  بعمليتي  �سيقوم  الطالب  �أن  ال��سؤال  معطيات  من  يت�ضح 
�شعبة من �شعب م�ساق الفيزياء المتوافرة، و�أن �أمامه ثلاثة خيارات هي: الت�سجيل في �شعبة ) �أ (، �أو 
�شعبة )ب(، �أو �شعبة )جـ(. �أما عملية الاختيار الأخرى فتتمثل في ت�سجيل �شعبة من �شعب م�ساق 

الريا�ضيات، حيث يوجد لديه خياران فقط هما: الت�سجيل في �شعبة ) �أ (، �أو في �شعبة )ب(.

Counting Principle

النتاجات



221

( CG ) AÉjõ«a

(Ü) AÉjõ«a

(`L) AÉjõ«a

( CG ) äÉ«°VÉjQ

( CG ) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

( CG ) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

AÉjõ«ØdG Ö©°TäÉ«°VÉjôdG Ö©°T

ولإيجاد عدد طرائق اختيار �شعبتين معًا، انظر ال�شكل )1-5(:

ال�شكل )1-5(.

كالآتي:  ي�ساوي )6(  وريا�ضيات  فيزياء  �شعبتي  اختيار  �أن عدد طرائق  ال�شكل )1-5(  من  يتبين 
)فيزياء �أ، ريا�ضيات �أ(، ) فيزياء �أ، ريا�ضيات ب(، ) فيزياء ب، ريا�ضيات �أ(، ) فيزياء ب، ريا�ضيات ب(، 

)فيزياء جـ، ريا�ضيات �أ(، ) فيزياء جـ، ريا�ضيات ب(.

فكر وناقش 
�شعبة من كل  اختيار  بعدد طرائق  معًا  فيزياء وريا�ضيات  �شعبتي  اختيار  ما علاقة عدد طرائق 

م�ساق على حِدَة؟
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مثال  )1(

في مكتـبة فاطـمة 4 دواوين �ـشعريـة ) لل�ـشعراء: المتنبي، و�أحمـد �شوقي، وعـرار، والفـرزدق(، 
�أرادت فاطمة  �إذا  �أدبية )للروائيين: فدوى طوقان، وتوفيق الحكيم، ووليد �سيف(.  و3 روايات 

قراءة كتابين �أحدهما يمثل ديوانًا �شعريًّا والآخر يمثل روايةً �أدبيةً، فبكم طريقة يمكنها ذلك؟

الحل

بما �أن الاختيار يتكون من عمليتين، ف�إننا ن�ستطيع تمثيل طرائق الاختيار با�ستخدام الجدول الآتي:

 طرائق الاختيار
وليد �سيفتوفيق الحكيمفدوى طوقان

)المتنبي، وليد()المتنبي، توفيق()المتنبي، فدوى(المتنبي
)�أحمد، وليد()�أحمد، توفيق()�أحمد، فدوى(�أحمد �شوقي

)عرار، وليد()عرار، توفيق()عرار، فدوى(عرار
)الفرزدق، وليد()الفرزدق، توفيق()الفرزدق، فدوى(الفرزدق

يتبين لنا من درا�سة الجدول ال�سابق �أن فاطمة لديها 12 طريقة لقراءة كتابين، بحيث يكون �أحدهما 
ديوانًا �شعريًّا، والآخر روايةً �أدبيةً.

ا�ستنادًا �إلى العر�ض ال�سابق، يمكن التو�صل �إلى قاعدة �أ�سا�سية في العد تُ�سمّى مبد�أ العد، وتن�ص على 
ما ي�أتي:

فكر وناقش 
ما علاقة عدد طرائق اختيار ديوان �شعري ورواية �أدبية معًا بعدد طرائق اختيار ديوان �شعري 

ورواية �أدبية على حِدَة؟
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تفاح،  برتقال،  )موز،  الفاكهة  من  �أ�صناف  �أربعة  على  يحتوي  والفواكه  الخ�ضراوات  لبيع  محل 
دراق(، و�صنفين من الخ�ضراوات )كو�سا، بطاطا(. دخلت �أم رامي المحل ل�شراء �صنف واحد من 

الفواكه، و�صنف �آخر من الخ�ضراوات. ما الخيارات المتوافرة لها؟

1تدريب 

مثال  )2(

�أراد عمر �شراء ثلاجة وغ�سالة وجهاز تكييف من �أحد معار�ض الأجهزة الكهربائية. بكم طريقة 
�أنواع من  �أنواع مختلفة من الثلاجات، و 5  يمكنه �شراء ذلك، علمًا ب�أن المعر�ض يحتوي على 4 

الغ�سالات، و 3 �أنواع من �أجهزة التكييف؟

الحل
عدد طرائق اختيار الثلاجة = 4طرائق، وعدد طرائق اختيار الغ�سالة = 5 طرائق، وعدد طرائق 

اختيار جهاز التكييف = 3 طرائق.
بح�سب مبد�أ العد، ف�إن عدد طرائق اختيار الثلاجة والغ�سالة وجهاز التكييف هي:

4× 5 × 3 = 60 طريقة.
وهذا المثال يقودنا �إلى تعميم مبد�أ العد الآتي: 

�إذا �أمكن �إجراء عملية ما �ضمن مراحل عدة متتابعة عددها )ك(، بحيث �أجريت المرحلة الأولى 
بطرائق عددها ن1، والمرحلة الثانية بطرائق عددها ن2، وهكذا حتى المرحلة الأخيرة )ك( التي 

تجري بطرائق عددها نك، ف�إنه يمكن �إتمام هذه العملية بطرائق عددها ن1× ن2× ... × نك.

تعريف

�إذا �أمكن �إجراء عملية ما في مرحلتين متتابعتين، بحيث �أجريت المرحلة الأولى بطرائق عددها 
ن1، والمرحلة الأخرى بطرائق عددها ن2، ف�إنه يمكن �إتمام المرحلتين: الأولى والثانية معًا بطرائق 

عددها ن1 × ن2 .
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مثال  )3(

من مجموعة الأرقام الآتية: } 6،5،3،2{، كم عددًا يمكن تكوينه من منزلتين:
	�إذا �سُمِح بتكرار الأرقام؟ )1

	�إذا لـم يُ�سمَح بتكرار الأرقام؟ )2

الحل

حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.

بكم طريقة يمكن تكوين عدد من 3 منازل من مجموعة الأرقام الفردية التي هي �أكبر من 4، في 
حال:

�أ‌ (  �سُمِح بتكرار الأرقام؟            ب( لم يُ�سمَح بتكرار الأرقام؟

تدريب 

تدريب 

2

3

بما �أن التكرار م�سموح به، ف�إن: 	)1
عدد طرائق اختيار المنزلة الأولى = 4 طرائق )لدينا �أربعة �أرقام يمكن الاختيار منها(، 	

وعدد طرائق اختيار المنزلة الثانية = 4 طرائق.
∴ عدد طرائق تكوين العدد = 4 × 4 = 16 طريقة، والأعداد هي:

.66 ،56 ،36 ،26 ،65 ،55 ،35 ،25 ،63 ،53،33،23 ،62 ،52 ،32 ،22
بما �أنه لا يُ�سمَح بالتكرار، ف�إن: 	)2

عدد طرائق اختيار المنزلة الأولى = 4طرائق ) لدينا �أربعة �أرقام يمكن الاختيار منها(. 	
وعدد طرائق اختيار المنزلة الثانية = 3 طرائق )عدد الاختيارات نق�ص بمقدار واحد ب�سبب عدم التكرار(.

∴ عدد طرائق تكوين العدد = 4 × 3 = 12 طريقة، والأعداد هي:

.56 ،36 ،26 ،65 ،35 ،25 ،63 ،53 ،23 ،62،52،32 
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مثال  )4(

جد قيمة كل مما ي�أتي:
!3 + !4  )4                        !2  )3                        !7  )2                        !5  )1

مضروب العدد الصحيح غير السالب 

�أزرق،  �أخ�ضر،  )�أحمر،  ملونة  �أقلام   4 توزيع  بها  يمكن  التي  الطرائق  عدد  معرفة  �أردنا  �إذا 
�أربعة خيارات،  ليلى، بتول بالترتيب(، ف�إن هدى لديها  �أ�سود(، على 4 طالبات )هدى، �سمر، 
ف�إن عدد  العد،  مبد�أ  فقط. وبح�سب  وبتول خيار واحد  وليلى خياران،  ثلاثة خيارات،  و�سمر 

طرائق الاختيار �ستبلغ: 4 × 3 × 2 × 1 = 24 طريقة.

حتى  تناق�صت  ثم   ،4 بالعدد  بدءًا  متتالية  �أعداد  �ضرب  ت�ضمنت  ال�سابقة  العملية  �أن  لاحِظ 
 ،!4 بالرمز  �إليه  ويُرمَز   ،4 العدد  م�ضروب  با�ستخدام  ذلك  عن  التعبير  ويمكننا   ،1 بالعدد  انتهت 

وي�ساوي 4 × 3 × 2 × 1.
يمكن تعريف م�ضروب العدد على النحو الآتي:

ا ا�ستنتاج �أن )ن !( = ن × )ن-1(! يمكن �أي�ضً
= ن × )ن-1( × )ن-2(!  				  

=  ن × )ن-1( × )ن-2( × )ن-3(!، 				  
وهكذا. 				  

تعريف

�إذا كان ن عددًا �صحيحًا غير �سالب، ف�إن م�ضروب العدد ن ي�ساوي:
ن!= ن × )ن-1( × )ن-2( × )ن-3( ×000× 3 × 2 × 1

�أما م�ضروب العدد �صفر في�ساوي 0! = 1
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 = 

 

الحل

الحل

120 = 1×2×3×4×5 = !5 	)1
5040 = 1×2×3×4×5×6×7 = !7 	)2

2 = 1×2 = !2 	)3
30 = 6 + 24 = )1×2×3( + )1×2×3×4( =  !3+ !4 	)4

!6 = 1×2×3×4×5×6 = 720 	)1
∴ )ن!( = 6! ،  ومنه  ن = 6

4 + 2 )ن!( = 52 	)2
        2)ن!( = 48
              ن! = 24
              ن! = 4!
         ∴ ن = 4

بكم طريقة يمكن �أن يجل�س 6 طلاب على 6 مقاعد مو�ضوعة بطريقة م�ستقيمة؟
4تدريب 

مثال  )5(

حُلَّ كًّال من المعادلات الآتية:
)ن! ( = 720 	)1

4 + 2 )ن!( = 52 	)2
-6 + ) ن +1(! = 0! + 17 	)3

12 =
)ن – 2( ! 

ن! 	)4

7202
3603
1204

305
66
1
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-6 + ) ن +1(! = 0! + 17 	)3 
-6 + ) ن +1(! =  1 + 17

  24   	= 		 )ن +1(!
)ن +1(! 	 =	    4!  

     ن +1 	 = 	    4
      ∴ن 	 = 	    3 

)ن – 2(! =  12
ن! 	)4

12  =
)ن – 2(! 

ن)ن-1( )ن-2(!

              ن )ن – 1(  = 12
           ن2 – ن -12 = 0
   ) ن – 4( )ن + 3( = 0
                              ن = 4

                         �أو: ن =  -3 )مرفو�ض(.

حُلَّ كًّال من المعادلات الآتية:
)ن !(  = 120                                      2(  10 + 3 )ن! ( = 16 	)1

30=
)ن – 1( ! 

)2 ن + 1(! = 120                             4(  )ن + 1( ! 	)3

5تدريب 
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الأسئلة

بين  �أخرى  م�أدبا وعمان، وتعمل 30 حافلة  مدينتي  الركاب بين  لنقل  تعمل 10 حافلات  	)1
مدينتي عمّان والزرقاء. ف�إذا �أراد راكب �أن ي�سافر من م�أدبا �إلى الزرقاء مرورًا بعمّان، ثم يعود 
�سالكًا الطريق نف�سه، فبكم طريقة يمكنه عمل ذلك �شريطة �ألا يركب الحافلة نف�سها في �أثناء 

رحلته؟

محل لبيع المجمدات الغذائية، فيه 3 �أنواع مختلفة من الأ�سماك، و 4 �أنواع مختلفة من اللحوم  	)2
الحمراء، ونوعان مختلفان من الدجاج. بكم طريقة يمكن لأحد الزبائن �أن ي�شتري نوعًا واحدًا 

من كل من الأ�سماك واللحوم الحمراء والدجاج؟

اتبعت دائرة ال�سير في �إحدى الدول نظامًا لترقيم ال�سيارات مُ�ستخدمة الأرقام 1←9، بحيث  	)3
تحتوي لوحة ال�سيارة على 4 �أرقام، وحرفين من �أحرف الهجاء. كم �سيارة يمكن ترقيمها بهذه 
الطريقة، علمًا ب�أن عدد �أحرف الهجاء 28 حرفًا، وتكرار الأرقام م�سموح به، خلافًا لتكرار 

الأحرف؟

جد قيمة كل مما ي�أتي: 	)4
			                     ب(  3!+ 5! +2!    �أ‌  (  6!

		                      د (  42×3! جـ(  2! + 0!

حُلَّ كًّال من المعادلات الآتية: 	)5
 �أ‌  ( 2× )ن!( = 48

ب‌(  100 -  )ن !( = -20
جـ(  )3 ن -1(! = 2
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التباديلثانيًا

ثلاثة  تقدم  ف�إذا  فيها.  وع�ضو  ق�سم  لرئي�س  �شاغرين  توافر  عن  الإدارات  �إحدى  �أعلنت 
الممكنة  الطرائق  جميع  فاكتب  و�سامي،  وهديل،  �أحمد،  هم:  الوظيفتين،  لهاتين  �أ�شخا�ص 

لاختيار �شخ�صين منهم؛ على �أن لا ي�شغل ال�شخ�ص نف�سه كلتا الوظيفتين.

 Permutations

لاحِظ �أننا �سنقوم بعمليتين؛ الأولى: اختيار رئي�س ق�سم بثلاث طرائق، والثانية: اختيار ع�ضو 
بطريقتين اثنتين.

اعتمادًا على مبد�أ العد، ف�إن اختيار رئي�س الق�سم والع�ضو معًا �سيكون ب�ست طرائق )3×2 = 6(، 
وال�شكل )5-2( يبين هذه الطرائق.

ó```ªMCG

π````jó`g

»eÉ````°S

π````jó`g

ó```ªMCG

»eÉ````°S

π````jó`g

ó```ªMCG

»eÉ```°S

º°ùb ¢ù«FQƒ````°†``Y

)�أحمد، هديل(

)�أحمد، �سامي(

)هديل، �أحمد(

)هديل، �سامي(

)�سامي، هديل(

)�سامي، �أحمد(
ال�شكل )2-5(.

يتبين مما �سبق �أهمية الترتيب في كتابة الأزواج المرتبة؛ وذلك �أنه يعطي معنًى مختلفًا. ف�إذا اخترنا 
�إذا اخترنا  �أما  الع�ضو،  الق�سم، وهديل هي  رئي�س  �أحمد هو  �أن  يعني  فهذا  )�أحمد، هديل(  مثًال 
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مثال  )1(

ما عدد تباديل مجموعة مكونة من )7( عنا�صر م�أخوذة )3( في كل مرة؟

الحل
)عدد الأعداد = 3، وهو يمثل )ر( في القانون( 		 ل )3،7( = 7 × 6 × 5     

210 =     	
5 × 6 × 7 = !4

!4×5×6× 7  =
 ! )3 – 7(

!7 وبطريقة �أخرى: ل )7، 3( =  

تعريف

التباديل

�إذا اختيرت عنا�صر عددها ر من مجموعة عدد عنا�صرها ن، بحيث يكون ترتيب الاختيار 
ا، ف�إن هذا الاختيار يُ�سمّى تباديل. مهمًّ

ويُرمَز �إلى عددها بالرمز: ل )ن، ر(، حيث ن ، ر عددان طبيعيان ، 0≥ ر ≥ ن،
.
)ن – ر( ! 

ن! ويكون ل )ن، ر( = 

�أي �إن ل )ن ، ر( = ن × )ن - 1( × )ن - 2( × )ن - 3(×000× )ن - ر + 1(

)هديل، �أحمد( فهذا يعني �أن هديل هي رئي�س الق�سم، و�أحمد هو الع�ضو.
يُطلق على الأزواج المرتبة الآنف ذكرها ا�سم تباديل المجموعة } �أحمد، هديل، �سامي{، وهي 

تت�ضمن عن�صرين في كل مرة، ويُرمَز �إليها بالرمز:  ل)3، 2( = 3 × 2 = 6

عـدد تبـاديـل مـجموعـة متمايـزة، عـدد عنـا�صرهـا )ن( عنـ�صر، م�ـأخوذة )ر( فـي كـل مرة، 
ي�ـساوي حا�صل �ضرب الأعداد المتتالية بدءًا من )ن(، ثم تتناق�ص واحدًا كل مرة حتى ت�صل العدد

) ن – ر +1(، �أو تتناق�ص بحيث يكون عددها )ر(.
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)3( 

)2( 

مثال 

مثال 

جد قيمة )ر( في كل معادلة مما ي�أتي:
ل )5، ر( = 60 	)1

3 + 2 ل ) 6، ر( = 4! + 39 	)2

بكم طريقة يمكن اختيار رئي�س منتدى ثقافي، وم�ساعد له، و�أمين �سر، و�أمين �صندوق مختلفين، من 
بين 10 �أع�ضاء منت�سبين �إلى هذا النادي؟

الحل
ل )10، 4( =  10× 9 × 8 × 7 = 5040 طريقة.

كم عدد تباديل مجموعة مكونة من 5 عنا�صر م�أخوذة 2 في كل مرة؟ 	)1
جد قيمة ل )6، 4( + ل )7، 5( + 2! 	)‌2

ما عدد طرائق اختيار رئي�س �شركة، ونائب له، ومدير مالي من بين 20 موظفًا في ال�شركة، علمًا 
ب�أن ال�شخ�ص الواحد لا ي�شغل �أكثر من وظيفة واحدة في ال�شركة؟

تدريب 

تدريب 

1

2

فكر وناقش 
جد طريقة �أخرى لحل المثال )2(.



232

نشاط

5×4×3 = 60، عدد الأعداد = 3 	)1
  	  ∴   ر = 3  

3 + 2 ل ) 6، ر( = 4! +39 	)2
3 + 2 ل ) 6، ر( = 39+24 = 63

2 ل )6، ر( = 63 – 3 = 60
ل )6، ر ( = 30

6×5 = 30، عدد الأعداد  = 2
∴ ر = 2

جد قيمة )ر( في كل من المعادلتين الآتيتين:
ل )8، ر( = 1680 	)‌1

80 - 3 ل ) 4، ر( = 0!  +43 	)2

3تدريب 

جد قيمة كل من: 	)1
ل )4، 0( ،  ل )0،3( ،  ل )0،5( 

جد قيمة كل من: 	)2
ل )4، 1( ،  ل )1،3( ،  ل )1،5( 

3(  جد قيمة كل من:
ل )4، 4( ،  ل )3،3( ،  ل )5،5( 

ماذا ت�ستنتج في كل حالة من الحالات الثلاث؟

الحل

605
124

33
1
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الأسئلة

ما عدد تباديل مجموعة مكونة من 9 عنا�صر م�أخوذة 5 في كل مرة؟ 	)1

�أع�ضاء في هذا  بين 9  و�أمين عهدة من  له،  ق�سم، وم�ساعد  رئي�س  اختيار  بكم طريقة يمكن  	)2
الق�سم �شريطة  �أن لا ي�شغل �أحدهم وظيفتين معًا؟

جد قيمة كل مما ي�أتي:  	)3
 �أ‌ (   ل )8، 3(.

 ب( ل ) 13، 4(.
جـ(  ل )20، 3(.	
 د (  ل )17، 0(.

عبِّر عما ي�أتي با�ستخدام التباديل:  	)4
 �أ‌  (  17× 16× 15× 14× 13 

ب‌(  ك × ) ك – 1( × ) ك – 2(، ك ≤ 3

جد قيمة كل من )ن(، و )ر( في ما ي�أتي: 	)5
�أ‌  (  ل )ن، 3 ( = 720
ب‌( ل )6، ر ( = 360

جـ( ل ) ن، 3( = 9 ل )ن، 2( 

كم كلمة مكونة من 3 �أحرف مختلفة يمكن تكوينها من مجموعة الأحرف: 	)6
} �أ، ن، ق، غ، م {، علمًا ب�أنه لي�س �شرطًا �أن يكون للكلمة معنى؟
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التوافيقثالثًا

�ضمن ت�صفيات كرة القدم لأمم �آ�سيا، �ضمت المجموعة الأولى فرق الدول الآتية: الأردن،  
ال�سعودية، اليابان، العراق. بكم طريقة يمكن �إجراء مباريات الت�صفية النهائية بين هذه الفرق؟

Combinations

�إن مباري��ات الت�صفي��ة �ستكون على النح��و الآتي: )الأردن، ال�سعودي��ة(، )الأردن، اليابان(، 
)الأردن، الع��راق(، )ال�سعودي��ة، الياب��ان(، )ال�سعودية، الع��راق(، )اليابان، الع��راق(، و�إن عدد 
ه��ذه المباريات ه��و 6. لاحِظ �أن الترتيب هنا غير �ضروري )لي�س ل��ه معنى(؛ لأن مباراة )الأردن، 

ال�سعودية( هي نف�سها مباراة )ال�سعودية، الأردن(.
�إن اختيار مجموعة جزئية عدد عنا�صرها )ر( من مجموعة عدد عنا�صرها )ن(، بحيث يكون الترتيب غير 

مهم، يُ�سمّى توفيقًا.

مثال  )1(

جد قيمة كل مما ي�أتي:

 
6
4   )3                                       

9
5   )2                                       

4
2   ) 1

تعريف
�إذا كان ن ، ر عددين طبيعيين بحيث 0≥ ر ≥ ن، ف�إن كل مجموعة جزئية عدد عنا�صرها )ر( 

تُختار من مجموعة عدد عنا�صرها )ن( تُ�سمّى توفيقًا مكونًا من )ر( عن�صر،  
وتُقرَ�أ: )ن فوق ر(، حيث:

 
ن
ر  

ويُرمَز �إليها بالرمز:

ر! )ن - ر(!
ن!

 =
 
 

ن
ر  

. ر!
ل)ن ، ر(  

=
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الحل

6  =
  !2 × !2

!2×3×4   =
  !)2 – 4( !2

!4   = 
4
2 	)1

126  = !4 × !5
!5×6×7×8×9  =

  !)5 – 9(!5
! 9

  = 
9
5 	)2

15  =
 !2 × !4

!4×5×6   =
  !)4 – 6(!4

! 6
  = 

6
4 	)3

جد قيمة كل مما ي�أتي:

 
5
2  )3                                       

8
5   )2                                        

9
7  ) 1

1تدريب 

نشاط

جد قيمة كل مما ي�أتي:
 ، ماذا ت�ستنتج؟

3
3  ،  

9
9   ،  

8
8 	)1

3 ، ماذا ت�ستنتج؟
1  ،  

7
1   ،  

5
1 	)2

 ، ماذا ت�ستنتج؟
4
0  ،  

2
0   ،  

8
0   )3

يمكن ا�ستخدام التوافيق في حل م�سائل عملية كما يت�ضح من الأمثلة الآتية:

مثال  )2(

 امتحان للغة العربية يتكون من 7 �أ�سئلة. جد عدد طرائق اختيار 5 �أ�سئلة للإجابة عنها.



236

  = 35 طريقة.
7
3 عدد طرائق اختيار 3 ر�ؤ�ساء �أق�سام =  	)1

   = 8 طرائق.
8
1 عدد طرائق اختيار ع�ضو  =  

عدد طرائق اختيار اللجنة = 35 × 8 = 280 طريقة. 
تتكون اللجنة من ع�ضوين اثنين ورئي�سي ق�سمين، �أو من ثلاثة �أع�ضاء ورئي�س ق�سم واحد، �أو  	)2

من �أربعة �أع�ضاء.

 
7
0  ×  

8
4  +  

7
1  ×  

8
3  +   

7
2  × 

8
2 عدد طرائق اختيار اللجنة = 

1×70 +   7×56 +   21×28 =  				  
				  = 588 + 392 + 70 = 1050 طريقة.  

عدد طرائق اختيار رئي�س اللجنة  = 7  طرائق. 	)3
   = 7 × 56 = 392 طريقة.

8
3 عدد طرائق اختيار اللجنة = 7 × 

4(  تت�ألف اللجنة جميعها من ر�ؤ�ساء الأق�سام، فيكون عدد طرائق اختيار اللجنة:
7  = 35 طريقة.

4  

الحل

مثال  )3(
العام  لبدء  ا�ستعدادًا  خطة  �إعداد  تتولى  رباعية  لجنة  اختيار  يراد  والتعليم  التربية  مديريات  �إحدى  في 
الدرا�سي، من بين 7 ر�ؤ�ساء �أق�سام، و8 �أع�ضاء �أق�سام. بكم طريقة يمكن تكوين اللجنة في الحالات الآتية:

اللجنة تتكون من 3 ر�ؤ�ساء �أق�سام وع�ضو واحد. 	)1
اللجنة تتكون من ع�ضوين اثنين على الأقل. 	)2

رئي�س اللجنة يجب �أن يكون رئي�س ق�سم، والبقية من الأع�ضاء. 	)3
لا	 ت�ضم اللجنة �أي ع�ضو من �أع�ضاء الأق�سام. )4

= 21 طريقة.
 !2 × !5

!5 × 6 ×7  =
 !)5 – 7(!5

! 7  =  
7
5 عدد الطرائق =  

الحل
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مثال  )4(

حُلَّ كًّال من المعادلتين الآتيتين:

 
ك
5   =  

ك
4   )2                          

7
ك   =  

7
3   )1

في �أحد الم�ست�شفيات يراد اختيار فريق طبي خما�سي  لتمثيل الم�ست�شفى في م�ؤتمر �صحي، من بين 
5 �أطباء، و6 ممر�ضين. بكم طريقة يمكن تكوين الفريق في الحالات الآتية:

الفريق يت�ألف من طبيبين اثنين على الأكثر. 	)1
رئي�س الفريق ونائبه من الأطباء، والبقية ممر�ضون. 	)2

والآن، جد قيمة كل من التوفيقين في ) �أ ( و )ب(، ثم قارن النتيجة التي �ستتو�صل �إليها.

 
6
2   و  

6
4  	                     ب(  

8
5   و 

8
3 �أ‌ (  

لاحظ �أن كًّال من التوفيقين في )�أ( مت�ساويان، وكذا الحال في )ب(، وهذا يقودنا �إلى التعميم الآتي:

حُلَّ كل معادلة مما ي�أتي:

 
�س 
7  = 

�س 
5  )2 		  

6
  =   �س+1

 6
4    )1

تدريب 

تدريب 

2

3

ك = 3  	)1
�أو: ك + 3 = 7،  ومنه: ك = 4   

∴ ك = 3  ،  ك = 4  )تحقق من �صحة الحل(.

ك = 4 + 5 = 9   )تحقق من �صحة الحل(. 	)2

الحل

  حيث ن ، ر عددان طبيعيان، 0≥ ر ≥ ن.
ن-رن   =  

ن
ر
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الأسئلة

جد قيمة كل مما ي�أتي: 	)1
 5
5 			        ب(     

100
97 �أ‌   (  

 4
1 			        د  (   

 4
0 جـ(  

جد عدد طرائق اختيار قلمين من علبة تحوي 10 �أقلام. 	)2

فبكم طريقة  الحديقة،  بتنظيف  منهم  تكليف 3  يراد  بنات.  �أولاد و 3  تت�ألف من 5  عائلة  	)3
يمكن اختيارهم، بحيث:

 �أ‌  (  يوجد بنتان على الأقل �ضمن الفريق.
ب‌(  لا يوجد �أي بنت في الفريق.

جـ(  يكون رئي�س الفريق من البنات.

حُلَّ كل معادلة مما ي�أتي: 	)4

 
3

2�س   =   3
1  �أ‌  (    

 
�س
21   =  

�س
5 ب(    
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 Discrete and Continuous Random Variable
المتغيرات العشوائية المنفصلة والمتصلة  الفصل

الثاني
النتاجات

المتغير العشوائي المنفصل وتوزيع ذي الحدين�أول

من  �أكثر  التجربة  لناتج  على خ�صي�صة محددة  �أحيانًا  اهتمامنا  يتركز  قد  ما،  �إجراء تجربة  عند 
تركيزنا  من  �أكثر  معينة  لعائلة  الذكور  الأبناء  نركز على عدد  قد  المثال،  �سبيل  فعلى  نف�سه.  الناتج 
على ت�سل�سل الذكور والإناث عند الولادة، �أو قد نهتم بعدد العمليات الجراحية الناجحة من بين 
العمليات التي يجريها طبيب جراح، �أو عدد مرات ظهور ال�صورة في تجربة �إلقاء قطعة نقد مرتين.

Û تتعرف مفهوم المتغير الع�شوائي: المنف�صل، والمت�صل.
Û تح�سب الاحتمال با�ستخدام توزيع ذي الحدين.

Û تتعرف العلامة المعيارية، وعلاقتها بالعلامة الخام.
Û تح�سب العلامة المعيارية، وتف�سرها.

Û تتعرف منحنى التوزيع الطبيعي وخ�صائ�صه.
Û ت�ستخدم خ�صائ�ص التوزيع الطبيعي في حل م�سائل عملية.

ل  القيم العددية لكل ناتج من نواتج التجربة؛ ما �شكَّ ال�سابقة على  زت كل تجربة من التجارب  ركَّ
اقترانًا يُعرف با�سم المتغير الع�شوائي، ومجاله الف�ضاء العيني، ومداه مجموعة جزئية من الأعداد الحقيقية ح.

المتغير الع�شوائي هو اقتران معرف من الف�ضاء العيني W �إلى مجموعة جزئية من الأعداد الحقيقية 

ح ، بحيث تُ�ستخدم الرموز �س، �ص، ع، ... للدلالة على المتغيرات الع�شوائية.
�أما �إذا كانت القيم التي ي�أخذها المتغير الع�شوائي مجموعة معدودة ف�إنه يُ�سمّى المتغير الع�شوائي 

المنف�صل. 

تعريف
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مثال  )1(

لعائلة لديها 3  الذكور في تجربة اختيار ع�شوائي  الع�شوائي �س على عدد الأطفال  المتغير  �إذا دلَّ 
المتغير  ي�أخذها  قد  التي  القيم  فجد  الولادة،  وت�سل�سل  الجن�س  بح�سب  النتائج  نت  ودُوِّ �أطفال، 

الع�شوائي �س.

الحل
يتعين �إيجاد عنا�صر الف�ضاء العيني لهذه التجربة، وعدد الأطفال الذكور من كل ناتج كما في الجدول 

الآتي:
W عدد الأطفال الذكورعنا�صر الف�ضاء العيني

3)و و و (
2)و و ب(
2)و ب و(
2)ب و و (
1)و ب ب (
1)ب و ب (
1)ب ب  و(
0)ب ب ب (

المتغير الع�شوائي �س ي�ـأخـذ القيم:  }0، 1، 2، 3 {، وهـي قيم معدودة ومنتهية؛ لـذا يُ�سمّى �س  
 . متغيًرا ع�شوائيًّا منف�صلًا

في المثال ال�سابق ، يمكن ح�ساب احتمال القيم التي ي�أخذها المتغير الع�شوائي �س، حيث:
1
8 ل )�س = 3( = ل )و و و( = 

3
8 ل )�س = 2( = ل )و و ب( + ل )و ب و( + ل )ب و و( = 

3
8 ل )�س =1( = ل )و ب ب ( +ل )ب و ب( + ل )ب ب و( = 

 1
8 ل)�س = 0( = ل )ب ب ب( = 
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ا ترتيب هذه القيم على �صورة �أزواج مرتبة  تُ�سمّى التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي  يمكن �أي�ضً
�س كالآتي:

( {، �أو ب�صورة جدول نُ�سمّيه جدول التوزيع  1
8  ،3( ،) 3

8  ،2( ،) 3
8 ،1( ،) 1

8  ،0 ( {

الاحتمالي للمتغير الع�شوائي �س، على النحو الظاهر في الجدول الآتي: 
0123�س

ل)�سر(

لاحِظ �أن:
ل )�سر ( ≤ �صفر، ر = 0، 1، 2، ... ن 	-

ل )�سر( = 1  	-

لذا نُ�سمّي ل اقتران احتمال للمتغير الع�شوائي �س.

1
8

1
8

3
8

1تدريب 

في تجربة �إلقاء قطعتي نقد مرة واحدة، دَلَّ المتغير الع�شوائي  ع على عدد مرات ظهور كتابة على 
الوجه الظاهر: 

جد القيم التي يمكن �أن ي�أخذها المتغير الع�شوائي ع. 	)1
اكتب جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ع. 	)2

بِّني �أن ل هو اقتران احتمال للمتغير الع�شوائي ع. 	)3

3
8

مثال  )2(

�إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي �س معطى كما في الجدول الآتي، فما قيمة الثابت �أ؟
012�س

�أ0.30.1ل )�سر(
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الحل

ل )�سر( = 0.3 + 0.1 + �أ = 1

0.4 + �أ = 1،   ومنه:  �أ = 0.6

2تدريب 

�إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي �س معطى في المجموعة:
} )0، 0.2 (، ) 1، 0.3(، ) 2، 0.1(، )2،3ب( {، فما قيمة الثابت ب؟

توزيع ذي الحدين

�أطلق �صياد )5( ر�صا�صات نحو هدف. ف�إذا كان احتمال �إ�صابته الهدف في كل مرة ثابتًا، 
وي�ساوي 0٫8، فما احتمال �أن ي�صيب ال�صياد الهدف 3 مرات؟

�أن يف�شل في ذلك.  �إ�صابة الهدف، و�إما  �أن ينجح في  ف�إما  كل محاولة لل�صياد ت�شمل احتمالين؛ 
وهذه المحاولة تُ�سمّى تجربة برنولي، وف�ضا�ؤها العيني مكون من ناتجين منف�صلين؛ �إما نجاح، و�إما ف�شل. 
وفي حال كُرِّرت هذه المحاولة عددًا من المرات بحيث تكون م�ستقلة ومتماثلة )نتيجة �إحدى التجارب لا تُ�ؤثرّ في 
�سواها(، وكان احتمال النجاح ثابتًا في كل مرة، ف�إن هذا النوع من التجارب يُ�سمّى توزيع ذي الحدين.

�أ (،  �إذا �أجُريت تجربة برنولي ن من المرات، وكان احتمال النجاح في المحاولة الواحدة ) 
وكان �س متغيًرا ع�شوائيًّا ذا حدين معاملاه: ن، �أ؛

 �أي �إن �س ي�ساوي عدد مرات النجاح من )ن( محاولة م�ستقلة ومتماثلة، ف�إن احتمال النجاح 
في )ر( من المرات ي�ساوي:

ن  ) �أ (ر )1 – �أ(ن – ر             حيث ر   } 0، 1، 2، ... ن {.
ر ل ) �س = ر( = 

يمكن حل الم��سألة ال�سابقة على النحو الآتي:
)عدد مرات �إجراء التجربة ي�ساوي 5( ←  ن = 5
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الاقتران الأسي الطبيعي

مثال  )3(

�إذا كان �س متغيًرا ع�شوائيًّا ذا حدين، ومعاملاه:  ن = 3، �أ = 0.4، فجد كًّال مما ي�أتي:
ل )�س = 2(.                             2(  ل )�س ≤ 1(.                           3(  ل )�س > 2(. 	)1

الحل
2 – 3)0.4 – 1 ( 2)0.4 (    3

2 ل ) �س = 2( =   	)1
0.288 = 0.6× 0.16 × 3 =      		

ل ) �س ≤1( = ل )�س = 1( + ل )�س = 2( + ل )�س = 3(  	)2
			     = 1 – ل )�س = 0( 

0 - 3)0.4 – 1 ( 0)0.4 (  3
0  -1 =     		

 ) 0.216×1×1 ( - 1 =     		
0.784 =     		

ل ) �س >2( = ل )�س = 1( + ل )�س = 0( 	)3
0 - 3)0.6 ( 0)0.4(   3

0  + 1- 3)0.6 ( 1)0.4 (  3
1   =     		

0.216 × 1×1 +   0.36 × 0.4 × 3 =     		
0.648 =0.216 +  0.432 =     		

)احتمال النجاح في كل محاولة ثابت( ←  �أ = 0٫8
3 – 5)0٫8 – 1 ( 3)0٫8 (  5

3 ل )�س = 3(  =  
0٫20 ≈ 0٫04 × 0٫512 × 10  =          	

3تدريب 

�إذا كان �س متغيًرا ع�شوائيًّا ذا حدين، ومعاملاه: ن = 6، �أ = 0.7، فجد كًّال مما ي�أتي:
ل ) �س = 5(.                            2(  ل ) �س ≤ 4(.                       3(  ل ) �س ≥2(. 	)1
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4تدريب 

غر�س مُزارع 7 �شتلات، وكان احتمال نجاح غر�س ال�شتلة الواحدة هو 60%. ما احتمال نجاح 
غر�س 3 �شتلات على الأقل؟

مثال  )4(

�إذا كان �س متغيًرا ع�شوائيًّا ذا حدين، ومعاملاه:  ن = 3، �أ = 0.3، فجد كًّال مما ي�أتي:
قيم �س. 	)1

جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي �س. 	)2

الحل
قيم �س = } 0، 1، 2، 3{. 	)1

0- 3)0.3 - 1 ( 0)0.3 (    3
0 ل ) �س = 0( =  	)2

 0.343 = 0.343 ×1×1 =                  	
0.441 = 0.49 × 0.3 × 3 =  1- 3)0٫7 (  1)0٫3 (   3

1 ل ) �س = 1( = 

0.189 = 0.7 × 0.09 × 3 =   1)0.7 ( 2)0.3 (  3
2 ل ) �س = 2( = 

0.027 = 1 ×0.027 ×1 =  0)0.7( 3)0.3(  3
3 ل )�س = 3 ( = 

يكون جدول التوزيع الاحتمالي كما في الجدول الآتي:
0123�س

0.3430.4410.1890.027ل )�سر(

فكر وناقش 
كيف يمكنك التحقق من �صحة حلك للمثال )4(؟
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الأسئلة

نرد،  حجري  �إلقاء  تجربة  في  الظاهرين  العددين  مجموع  على  �س  الع�شوائي  المتغير  دلَّ  	�إذا  )1
وملاحظة الرقمين على الوجهين الظاهرين، ف�أجب عما ي�أتي:

�أ‌  ( جد القيم التي يمكن �أن ي�أخذها المتغير الع�شوائي �س.
ب( اكتب جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي �س.

جـ( بِّني �أن ل هو اقتران احتمال.

	�إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي �س معطى بالجدول الآتي، فما قيمة الثابت �أ؟ )2
012�س

�أ  + 1 0.50٫1ل )�س(

	�إذا كان �س متغيًرا ع�شوائيًّا ذا حدين، ومعاملاه:  ن = 4، �أ = 0.6، فجد كًّال مما ي�أتي: )3
 �أ‌  (  ل )�س = 2(.
ب‌(  ل )�س ≤ 4(.
جـ(  ل )�س ≥ 1(.

ال�صندوق  �سُحِبت من  �إذا  اللون.  �صندوق يحوي 5 كرات، 3 منها حمراء، والبقية زرقاء  	)4
الحمراء  الكرات  عدد  على  �س  الع�شوائي  المتغير  ودَلَّ  الإرجاع،  مع  التوالي  على  كرات   4

الم�سحوبة، ف�أن�شئ جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي �س.
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يبدو من �أول وهلة �أن تح�صيل رامي �أف�ضل من تح�صيل �أحمد؛ لأن علامته �أعلى. ولكن، لكي 
�أ�سئلة معلم كل م�ساق،  تكون المقارنة دقيقة؛ فلا بد من مراعاة عدد من المعايير، مثل: م�ستوى 

وم�ستوى تح�صيل طلبة كل �شعبة.

المتو�سط الح�سابي،  �شعبة، مثل:  توزيع علامات كل  توافر معلومات عن طبيعة  �إذن، يجب 
والتعريف  المقارنة.  عملية  �إجراء  ثم  المعيارية،  العلامة  يُ�سمّى  ما  وح�ساب  المعياري،  والانحراف 

ح مفهوم العلامة المعيارية. الآتي يو�ِّض

Stander Scoreالعلامة المعيارية

در�س �أحمد م�ساقًا في الريا�ضيات، وح�صل على علامة 87، في حين كانت علامة رامي90 
�أف�ضل في هذا  التح�صيلي  م�ستواه  كان  الطالبين  �أي  �أخرى.  �شعبة  نف�سه، ولكن في  الم�ساق  في 

الم�ساق؟

ثانيًا

مثال  )1(

�إذا كان المتو�سط الح�سابي لعلامات طلاب �صف ما في  مادة الريا�ضيات 70،  والانحراف المعياري 
للعلامات 4، فجد العلامة المعيارية لعلامة كل من الطالب محمد الذي نال علامة 82، والطالب 

يو�سف الذي نال علامة 66

تعريف

العلامة المعيارية للم�شاهدة �س هي ن�سبة انحراف الم�شاهدة �س عن المتو�سط الح�سابي �س  �إلى 
الانحراف المعياري )ع(، ويُرمَز �إليها بالرمز: )ز(؛ �أي �إن:

، ع ≠ �صفرًا.
 
�س - �س

ع ز�س =  
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مثال  )2(

�إذا علمت �أن المتو�سط الح�سابي لعلامات طلبة في امتحان الفيزياء هو 60، والانحراف المعياري هو 
6، فجد:

العلامة التي تنحرف فوق المتو�سط �أربعة انحرافات معيارية. 	)1
العلامة التي تنحرف تحت المتو�سط بـمقدار 2٫5 	)2

المتو�سط الح�سابي )�س( = 70 
الانحراف المعياري )ع( = 4 

 3  =  12
4  

 = 
 
70- 82

4 العلامة المعيارية للطالب محمد هي:    ز82  =  

وهذا يعني �أن العلامة 82 تنحرف ثلاثة انحرافات معيارية فوق المتو�سط الح�سابي.

1-  =  4-
4   =

  
70- 66

4 العلامة المعيارية للطالب يو�سف هي:  ز66 =  

وهذا يعني �أن العلامة 66 تنحرف انحرافًا معياريًّا واحدًا تحت المتو�سط الح�سابي.

الحل

1تدريب 

تخ�ضع كتل طلبة ال�صف الخام�س الأ�سا�سي في �إحدى المدار�س لمتو�سط ح�سابي مقداره 40 كغ، 
ولانحراف معياري مقداره 4.  ف�إذا كانت كتلة �أحد طلبة ال�صف 38 كغ، فجد العلامة المعيارية 

لكتلة هذا الطالب.
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الحل

2تدريب 

1(	  �س  = 60،    ع = 6،    ز�س = 4

 
  

�س - �س
ع    ز�س =  

 
�س - 60

6   =  4    
  24 = �س – 60

∴�س = 84

2(   ز�س=  -2٫5  )لماذا؟(.

 
�س - 60

6  = 2٫5-
- 15 = �س - 60

       ∴ �س = 45 

مثال  )3(

اعتمادًا على الجدول  الآتي، �أجب عن ال��سؤالين الآتيين: 
في �أي المبحثين كان تح�صيل �صفاء �أف�ضل؟ 	)1
في �أي المبحثين كان تح�صيل مريم �أ�ضعف؟ 	)2

علامة مريمعلامة �صفاءالانحراف المعياريالمتو�سط الح�سابي
6046872التاريخ

7857383الجغرافيا

المعياري  الانحراف  ب�أن  علمًا  الإنجليزية،  اللغة  مادة  طلبة في  لعلامات  الح�سابي  المتو�سط  قيمة  جد 
1للعلامات 4، وعلامة هديل )85( تنحرف فوق هذا المتو�سط بمقدار ـــــ 4 انحراف معياري.

4
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الحل
اح�سب العلامة المعيارية للطالبة �صفاء في كل من مبحثي التاريخ والجغرافيا: 	)1

2 = 
 

60 - 68
4 ز68  =  

 1 -  =  5-
5   = 

 
78 - 73

5 ز73  =  

∴ تح�صيل �صفاء في مبحث التاريخ �أف�ضل.

اح�سب العلامة المعيارية للطالبة مريم في كل من مبحثي التاريخ والجغرافيا: 	)2

3  = 
 

60 - 72
4 ز72  =  

1 = 
  

78 - 83
5 ز83  =  

∴ تح�صيل مريم في مبحث الجغرافيا �أ�ضعف.

مثال  )4(

�إذا كانت العلامتان المعياريتان 2، )-1( تقابلان العلامتين 80 ، 65 على الترتيب، فجد قيمة 
المتو�سط الح�سابي، والانحراف المعياري للعلامات الخام.

الحل
80 - �س

ع ز80 =  

ومنه: 2 ع = 80 - �س                     ................  المعادلة )1(.
65 - �س

ع ز65 =  

		    ................  المعادلة )2(. ومنه: -ع = 65 -  �س  
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3تدريب 

فجد  الترتيب،  على   )2-(  ،1 المعياريتين  العلامتين  تقابلان    72  ،  84 الم�شاهدتان  كانت  �إذا 
العلامة المعيارية للم�شاهدة 90

بطرح المعادلة )2( من المعادلة  )1(، ينتج: 
3 ع = 15 

∴ع = 5

بتعوي�ض قيمة ع في �إحدى المعادلتين، ولتكن المعادلة )1(، ينتج:
 2×5 = 80  - �س

∴ �س  = 70
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	�إذا كان المتو�سط الح�سابي لعلامات طلاب �صف ما في مادة الكيمياء 60، والانحراف المعياري   )1
للعلامات 3، فجد العلامة المعيارية لعلامة الطالب �ساهر الذي نال علامة 72، والعلامة المعيارية 

للطالب مهند الذي نال علامة 54

	�إذا علمت �أن المتو�سط الح�سابي لأطوال طالبات �إحدى المدار�س هو 160�سم، و�أن الانحراف  )2
المعياري لأطوالهن 4، فجد:

 �أ‌  ( الطول الذي ينحرف فوق المتو�سط  ثلاثة انحرافات معيارية.
ب‌( الطول الذي ينحرف تحت المتو�سط انحرافين معياريين وربع انحراف معياري.

	�إذا كانت الم�شاهدة 8 تقابل العلامة المعيارية 2، وكان الانحراف المعياري 2، فجد المتو�سط  )3
الح�سابي.

	�إذا كانت العلامتان 32، 12 تقابلان العلامتين المعياريتين 3، )-3( على الترتيب، فجد قيمة  )4
المتو�سط الح�سابي، والانحراف المعياري.

الأسئلة
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Normal Distributionالتوزيع الطبيعيثالثًا

ح�سابي  بمتو�سط  الطبيعي  التوزيع  تتبع  ما  جامعة  في  طالب   10000 علامات  كانت  �إذا 
مقداره 65، وانحراف معياري مقداره 5، فكم يبلغ عدد الطلبة الناجحين، علمًا ب�أن علامة 

النجاح 60؟ 

دت  �إن الكثير من الظواهر في حياتنا تحتاج �إلى درا�سة علمية لبيان حقيقتها. وفي حال رُ�صِ
ر حدوثها، وعُبِّر عنها بمنحنى تكراري كالآتي: الم�شاهدات، وتَكرَّ

ف�إن توزيع البيانات يمثل توزيعًا طبيعيًّا يتميز بالخ�صائ�ص الآتية:
التوزيع الطبيعي متماثل حول العمود المقام على الو�سط )m(، و�شكله ي�شبه الجر�س. 	)1

للتوزيع الطبيعي قمة واحدة؛ ما يعني �أن له منوالًا واحدًا ينطبق على المتو�سط. 	)2
تقارُب طرفي منحنى التوزيع الطبيعي من ال�صفر. 	)3

الم�ساحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي ت�ساوي وحدة واحدة.  	)4
المتو�سط الح�سابي = الو�سيط = المنوال. 	)5

الم�ساحة على يمين المتو�سط ت�ساوي الم�ساحة على ي�سار المتو�سط، ومقدارها )0٫5(. 	)6
وبو�صف ذلك حالة خا�صة، ف�إذا كان المتو�سط الح�سابي للتوزيع الطبيعي م�ساوياً لل�صفر، وقيمة الانحراف 

المعياري 1 ف�إن التوزيع الطبيعي يُ�سمّى التوزيع الطبيعي المعياري.

وللتحقق من ذلك، نفِّذ الن�شاط الآتي:
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نشاط

افر�ض �أن العلامات: )11 ، 7 ، 5 ، 3 ، 14(  تتخذ �شكل التوزيع الطبيعي بمتو�سط 
ح�سابي مقداره 8، وانحراف معياري مقداره 4:

ل العلامات الخام �إلى علامات معيارية. حوِّ 	)1
اح�سب المتو�سط الح�سابي للعلامات المعيارية، ماذا تلاحظ؟ 	)2

اح�سب الانحراف المعياري للعلامات المعيارية، ماذا تلاحظ؟ 	)3

وبما �أن المتو�سط )m( والانحراف المعياري )ع( يحددان التوزيع الطبيعي، ف�إن الم�ساحة على 
�أي فترة تعتمد على قيمتيهما، ولهذا لا يمكن و�ضع جداول لكل حالة؛ ما يُحتِّم تحويله �إلى توزيع 

طبيعي معياري، ثم �إيجاد الم�ساحة المطلوبة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري.
يمكن �إيجاد احتمال وقوع المتغير )ز( تحت قيمة ما، �أو فوقها، �أو �إذا كان مح�صورًا بين قيمتين، عن 

طريق جدول التوزيع الطبيعي الوارد ذكره في ملحق الكتاب؛  وذلك على النحو الآتي:

الحالة القيا�سية )الجدولية( 	•
ل )ز ≥ �أ( من الجدول مبا�شرة، 

انظر ال�شكل )3-5(.

ل )ز ≤ �أ( = 1 – ل )ز ≥ �أ(، 	•
انظر ال�شكل )4-5(.

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

ال�شكل )3-5(.

ال�شكل )4-5(.
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CG0

0 CG

0CG -

0CG -

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

ل )ز ≤ - �أ( = ل )ز ≥ �أ(، 	•
انظر ال�شكل )5-5(.

ل )ز ≥ - �أ( = ل )ز ≤ �أ( = 1 – ل )ز ≥ �أ(، 	•
انظر ال�شكل )6-5(.

مثال  )1(

�إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ي�أتي با�ستخدام جدول التوزيع 
الطبيعي المعياري:

ل )ز ≥ 1.8(. 	)1
ل )ز ≥ 2.37(. 	)2

ل )ز ≤ - 1.45(. 	)3

ل )ز ≥ - 2.25(. 	)4
ل )-1٫15 ≥ ز ≥ 1.87(. 	)5

الحل
ل )ز ≥ 1.8( = 0.9641  )من الجدول مبا�شرة(، وهي القيمة الواقعة في ال�صف )1.8(  	)1

مع عمود الأجزاء من مئة )0.00(.
ل )ز ≥ 2.37( = 0.9911  )من الجدول مبا�شرة(، وهي القيمة الواقعة في ال�صف )2.3(  	)2

مع عمود الأجزاء من مئة )0.07(.
ل )ز ≤ - 1.45( = ل ) ز ≥ 1.45( = 0.9265 	)3

ال�شكل )5-5(.

ال�شكل )6-5(.
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1تدريب 

�إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ي�أتي با�ستخدام جدول التوزيع 
الطبيعي المعياري:

ل )ز≥ 2.4(. 	)1
ل )ز ≤ - 2.85(. 	)2
ل )ز ≥ - 1.14(. 	)3

ل )-1٫33 ≥ ز≥ 1.58(. 	)4

يمكن �إيجاد الاحتمال للمتغير الع�شوائي المت�صل )�س( الذي يتبع �أي توزيع طبيعي عن طريق 
تحويله �إلى توزيع طبيعي معياري، وملاحظة �أن المتو�سط الح�سابي لمجتمع الدرا�سة يُرمَز �إليه بالرمز 
)m(، و�أن الانحراف المعياري لمجتمع الدرا�سة يُرمَز �إليه بالرمز )s(، فتكون العلامة المعيارية )ز( 

للمتغير الع�شوائي )�س( هي:
. m-س�

s
ز = 

ل )ز ≥ - 2.25( = ل )ز ≤ 2.25( = 1 – ل )ز ≥ 2.25(  	)4
)0.9878 ( – 1 =   			 

0٫0122 =   			 
ل )-1.15 ≥ ز ≥ 1.87( = ل )ز ≥ 1.87( – ل )ز ≥ - 1.15( 	)5

				       = ل )ز≥ 1.87 ( – ل )ز ≤ 1.15(  
				       = 0.9693 – ) 1 – ل )ز ≥ 1.15((  

)0.8749 – 1 ( – 0.9693 =       				  
0.1251 – 0.9693 =       				  

0.8442 =       				  
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2تدريب 

�إذا كان )�س( متغيًرا ع�شوائيًّا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متو�سطه الح�سابي 25، وانحرافه المعياري 5، 
فجد:

ل ) �س ≥ 33(. 	)1
ل ) 22≥�س ≥ 30(. 	)2

مثال  )2(

�إذا كان )�س( متغيًرا ع�شوائيًّا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متو�سطه الح�سابي 60، وانحرافه المعياري 4، 
فجد:

ل ) �س ≥ 67(. 	)1

ل ) �س ≤58 (. 	)2

الحل
4 = s ، 60 = m

 ) 60-67
4 ل ) �س ≥ 67(  = ل ) ز ≥   	)1

			          = ل ) ز ≥ 1٫75( 
0٫9595 =          			 

 ) 60-58
4 ل )�س ≤ 58(   = ل ) ز ≤  	)2

			          = ل ) ز ≤ - 0٫5( 
			          = ل ) ز ≥0٫5(  = 0٫6915   
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مثال  )3(

�إذا كان متو�سط  �أطوال 500 �شجرة حرجية في �إحدى غابات عجلون هو 8 �أمتار، والانحراف 
المعياري 1.5، وكانت الأطوال تتوزع توزيعًا طبيعيًّا، واختيرت �إحدى الأ�شجار ع�شوائيًّا، فجد:

احتمال �أن لا يزيد طول ال�شجرة على 11 متًرا. 	)1
احتمال �أن يكون طول ال�شجرة �أكبر من �أو ي�ساوي 6٫5 �أمتار. 	)2
احتمال �أن يكون طول ال�شجرة مح�صورًا بين 6 �أمتار و 9 �أمتار. 	)3

عدد الأ�شجار التي طولها 5 �أمتار على الأقل. 	)4

الحل
�إذا كان )�س( طول ال�شجرة، الذي يتبع توزيعًا طبيعيًّا متو�سطه m = 8، وانحرافه المعياري

 s = 1.5، ف�إن:
احتمال �أن لا يزيد طول ال�شجرة على 11 متًرا هو: ل ) �س ≥ 11(. 	)1

( = ل ) ز ≥ 2( = 0.9772 8 - 11
1.5 ل )�س ≥ 11( = ل ) ز ≥ 

احتمال �أن يكون طول ال�شجرة �أكبر من �أو ي�ساوي 6٫5 �أمتار هو: 	)2

   ) 8- 6.5
1.5  ل ) �س ≤ 6.5( = ل )ز ≤ 

= ل )ز ≤ - 1( = ل )ز≥1( = 0.8413 			 

ح ذلك: للتوزيع الطبيعي المعياري الكثير من الا�ستخدامات العملية، والمثال الآتي يو�ِّض
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3( احتمال �أن يكون طول ال�شجرة مح�صورًا بين 6 �أمتار و 9 �أمتار هو:

) 8 - 9
1.5 6 - 8  > ز > 

1.5  ل) 6 > �س > 9( = ل ) 

			   = ل ) - 1٫33 >  ز >  0٫67( 
			   = ل )ز > 0٫67( – ل )ز > - 1.33( 

			   = ل )ز > 0.67( – ل )ز < 1.33( 
			   = 0.7486 – ] 1 – ل )ز > 1.33([ 

]0٫9082 – 1 [ – 0٫7486 =   			 
0.0918 – 0٫7486 =   			 

0.6568 =   			 

احتمال �أن يكون طول ال�شجرة 5 �أمتار على الأقل هو:  	)4

 ) 8-5
1.5 ل )�س ≤ 5 ( = ل )ز ≤ 

		      = ل )ز ≤ - 2(

		      = ل ) ز ≥  2( = 0.9772   
∴ عدد الأ�شجار التي طولها 5 �أمتار على الأقل ي�ساوي:

     0.9772 × 500  =  488.6  ≈ 488 �شجرة.

3تدريب 

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س. 
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الأسئلة

	�إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ي�أتي با�ستخدام جدول التوزيع  )1
الطبيعي المعياري:

 �أ  (  ل )ز≥ 1.2(.
ب(  ل )ز ≥ 2.67(.

جـ(  ل )ز ≤ - 1.27(.

 د (  ل )ز ≥ - 2.14(.
هـ(  ل )-1.11 ≥ ز ≥ 1.15(.

وانحرافه  الح�سابي 80،  متو�سطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  يتبع  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )�س(  كان  	�إذا  )2
المعياري 5، فجد:

 �أ  (  ل ) �س ≥ 76(.
ب(  ل ) �س ≤ 88 (.

	�إذا كان متو�سط كتل 1000 طالبة في �إحدى مدار�س عمّان هو 55 كيلوغرامًا، والانحراف  )3
المعياري 2، وكانت الكتل تتوزع توزيعًا طبيعيًّا، واختيرت �إحدى الطالبات ع�شوائيًّا، فجد:

�أ  (  احتمال �أن لا تزيد كتلة الطالبة على 52 كيلوغرامًا.
ب( احتمال �أن تكون كتلة الطالبة مح�صورة بين 50 كيلو غرامًا و 60 كيلوغرامًا.

جـ( عدد الطالبات اللواتي تزيد كتلهن على 56 كيلو غرامًا. 

	�إذا كانت علامات امتحان عام تتبع توزيعًا طبيعيًّا متو�سطه الح�سابي 70، وانحرافه المعياري  )4
10، فما ن�سبة العلامات التي تقل عن 65؟
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Correlation and Regression
الارتباط والانحدار الفصل

النتاجاتالثالث

Û تتعرف مفهوم الارتباط.
Û تر�سم �شكل الانت�شار بين متغيرين، وتحدد نوع الارتباط من �شكل الانت�شار.

Û تح�سب معامل ارتباط بير�سون بين متغيرين، و�أثر التعديلات الخطية فيه.
Û تجد معادلة خط الانحدار الب�سيط بين متغيرين.

Û تطبق معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم �أحد المتغيرين، وتجد الخط�أ في التنب�ؤ.

المتعلقة  البيانات  بع�ض  تُجْمَع  متغيرين،  بين  العلاقة  التي تحدد  الت�سا�ؤلات  هذه  للإجابة عن 
بهذه الم��سألة مو�ضوع البحث. ف�إذا رُمِز �إلى �أحد المتغيرين بالرمز �س، والمتغير الآخر بالرمز �ص، 

ف�إن البيانات تكون على �صورة �أزواج مرتبة كالآتي:

)�س1، �ص1(، )�س2، �ص2(، )�س3، �ص3(،...، )�سن، �صن(، ثم ي�صار �إلى تعيين هذه الأزواج 
المرتبة في الم�ستوى الإحداثي، فيُ�سمّى ال�شكل الناتج �شكل الانت�شار. وعن طريق هذا ال�شكل يمكن 
تحديد طبيعة العلاقة بين المتغيرين، وقوتها، واتجاهها،  علمًا ب�أنه توجد �أنواع للعلاقات الارتباطية، 

منها:

Correlationالارتباط�أول

العمل  �ساعات  عدد  ما علاقة  الهدف؟  �إلى  الو�صول  وزمن  ال�سيارة  �سرعة  بين  العلاقة  ما 
بالأجرة اليومية؟ هل توجد علاقة بين عدد �ساعات الدرا�سة والتح�صيل الأكاديمي؟ هل توجد 

علاقة بين لون العيون والذكاء المنطقي الريا�ضي؟ ما قوة هذه العلاقات؟ ما اتجاهها؟ 
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| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

∴ |-2�س| �س  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (

العلاقة الطردية )الموجبة(: هي علاقة تربط بين متغيرين،  	)1
قيمة  ازدادت  الأول  المتغير  قيمة  ازدادت  وكلما 
المتغير الثاني، مثل علاقة �ساعات العمل بالأجرة؛ �إذ 
كلما زادت �ساعات العمل زادت الأجرة اليومية. 
وال�شكل )5-7( يمثل نموذجًا ل�شكل الانت�شار الذي 

S¢يُعبِّر عن هذه العلاقة.
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

ال�شكل )7-5(.

�أما �إذا وقعت النقـط جميعًا على الـخط الم�ستقيم ف�ـإن 
العلاقة ت�صبح طردية تامة، ويكون �شكل الانت�شار كما 

في ال�شكل )8-5(.

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

ال�شكل )8-5(.

ال�شكل )9-5(.

العلاقة العك�سية )ال�سالبة(: هي علاقة تربط بين متغيرين،  	)2
المتغير  قيمة  قلت  الأول  المتغير  قيمة  زادت  وكلما 
الثاني، مثل علاقة �سرعة �سيارة بزمن الو�صول؛ �إذ كلما 
زادت �سرعة ال�سيارة قل زمن الو�صول �إلى الهدف. 
وال�شكل )5-9( يمثل نموذجًا ل�شكل الانت�شار الذي 

يُعبِّر عن هذه العلاقة.
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هـ
 لــــو
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|-2�س| �س  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (

ال�شكل )10-5(.

ال�شكل )11-5(.

�أما �إذا وقعت النقط جميعًا على الخط الم�ستقيم ف�إن 
العلاقة ت�صبح عك�سية تامة، ويكون �شكل الانت�شار 

كما في ال�شكل )10-5(.

علاقة  مثل  المتغيرين،  بين  تربط  علاقة  توجد  لا	  )3
الم�ستوى التح�صيلي للطلبة بلون عيونهم؛ �إذ يتمثل 
�شكل الانت�شار في تجمع النقط على �صورة دائرة؛ 
ما يدل على عدم وجود ارتباط خطي كما في ال�شكل 

.)11 -5(

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

مثال  )1(

يبين الجدول الآتي علامات 5 طلاب في امتحاني الريا�ضيات والتاريخ:
12345رقم الطالب

23578علامة الريا�ضيات )�س(
57495علامة التاريخ )�ص(

ار�سم �شكل الانت�شار بين المتغيرين: �س، �ص، محددًا نوع العلاقة التي تربط بينهما.
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1تدريب 

المتناظرة  القيم  النقط: )2، 8(، )3، 6(، )5، 5(، )4، 7(، )8، 2(، )6، 4(، )7، 4( تمثل 
لمتغيرين. ار�سم �شكل الانت�شار بين المتغيرين: �س، �ص، محددًا نوع العلاقة التي تربط بينهما.

الحل
تُـمثَّل الأزواج المرتبة: )5،2(، )3، 7(، )5، 4(، )7، 9(، )8، 5( في الم�ستوى الإحداثي كما 

في ال�شكل )12-5(.

يتبين من �شكل الانت�شار �أن العلاقة التي تربط بين المتغيرين: �س، �ص هي علاقة طردية )موجبة(.

ال�شكل )12-5(.

معامل ارتباط بيرسون

تعرفت �سابقًا كيف تحدد نوع العلاقة بين متغيرين، عن طريق ر�سم �شكل الانت�شار بين المتغيرين، 
ثم الحكم على نوعية العلاقة الارتباطية، وتقدير قوتها، و�ستتعرف الآن طريقة جديدة لتحديد نوع 
العلاقة بين متغيرين وقوتها تحديدًا دقيقًا، وذلك با�ستخدام قانون بير�سون في �إيجاد معامل الارتباط 

الذي يمكن تعريفه كما ي�أتي:

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5 6 7 8

4

3

3

1

(¢S)¥

5
6
7
8
9

1
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�إذا كانت )�س1، �ص1(، )�س2، �ص2(، )�س3، �ص3(،...،  )�سن، �صن(، ن من الأزواج المرتبة 
المتغيرين  بالرمز )ر( بين  �إليه  يُرمَز  الذي  معامل ارتباط بير�سون الخطي  ف�إن  للمتغيرين: �س، �ص، 

يُعرف بالعلاقة الآتية:

 �إلى قيم المتغير �س، وتَرمز �صك �إلى قيم المتغير �ص،حيث ك = 1، 2، 3، ...، ن.
ك
وتَرمز �س

يمكن ح�ساب معامل الارتباط بين علامات الريا�ضيات والتاريخ للطلبة الخم�سة، باتباع الخطوات 
الآتية:

	�إيجاد المتو�سط الح�سابي لعلامات مبحث الريا�ضيات:  )1

5  =
  

25
5   =

  
)8+7+5+3+2 (

5  
�س  = 

	�إيجاد المتو�سط الح�سابي لعلامات مبحث التاريخ: )2

6  = 
 
30
5   =

  
)5+9+4+7+5 (

5 �ص  =  

ن

ك= 1
ك - �ص(

ك  - �س( )�ص
)�س

ك - �ص(2
)�ص

ن

ك= 1
ك - �س(2 

)�س
ن

ك= 1

ر = 
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	�إن�شاء الجدول الآتي: )3

ك
�س

ك
 - �س�ص

ك
 - �ص�س

ك
ك - �ص(�ص

ك- �س()�ص
ك- �س(2)�س

ك- �ص(2)�س
)�ص

253-1-391
372-12-41
5402-004
7923649
8531-3-91

0042616المجموع

التعوي�ض بقانون معامل الارتباط: 	)4

0.20 ≈  4
20.4  

= 
 

4
 16*26

		         ر =  

∴ توجد علاقة طردية �ضعيفة بين علامات ه�ؤلاء الطلبة في هذين المبحثين.

2تدريب 

اح�سب معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �س، �ص كما في الجدول الآتي:
236891011�س
61058427�ص

ن

ك= 1
ك - �ص(

ك  - �س( )�ص
)�س

ك - �ص(2
)�ص

ن

ك= 1
ك - �س(2 

)�س
ن

ك= 1

ر = 
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3تدريب 

مثال  )2(

 - �س (2 = 25،
ك
)�س

5

ك= 1
�إذا كان �س، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 5،  

ك - �ص ( = -15،
ك - �س ( ) �ص

 )�س
5

ك= 1
 - �ص (2 = 16، 

ك
 )�ص

5

ك= 1

فاح�سب معامل ارتباط بير�سون بين هذين المتغيرين، محددًا نوع العلاقة بينهما.

الحل

0.75- =
 
15
20 - = 

 

15-
 16*25

ر =   

∴ توجد علاقة عك�سية قوية بين هذين المتغيرين.

 - �س (2 = 4،   
ك
 )�س

7

ك= 1
�إذا كان �س، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 7،  

ك- �ص ( = 2،
ك- �س ( ) �ص

 )�س
7

ك= 1
 - �ص (2 = 9،  

ك
)�ص

7

ك= 1
 

فاح�سب معامل ارتباط بير�سون بين هذين المتغيرين، محددًا نوع العلاقة بينهما.

ن

ك= 1
ك - �ص(

ك  - �س( )�ص
)�س

ك - �ص(2
)�ص

ن

ك= 1
ك - �س(2 

)�س
ن

ك= 1

ر = 
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نشاط

�أثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�سون

ذ الن�شاط  الآتي: لمعرفة �أثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�سون، نفِّ

اح�سب معامل الارتباط بين المتغيرين: �س، �ص للقيم التالية كما في الجدول الآتي: 	•

2567�س
14910�ص

معامل  اح�سب  ثم   ،2 العدد  في  كلها  �ص  وقيم   ،3 العدد  في  كلها  �س  قيم  ا�ضرب  	•
الارتباط بين القيم الجديدة، ماذا تلاحظ؟

ثم اح�سب معامل  العدد -3،  العدد -2، وقيم �ص كلها في  قيم �س كلها في  ا�ضرب  	•
الارتباط بين القيم الجديدة، ماذا تلاحظ ؟

معامل  اح�سب  ثم   ،2- العدد  في  كلها  �ص  وقيم   ،3 العدد  في  كلها  �س  قيم  ا�ضرب  	•
الارتباط بين القيم الجديدة، ماذا تلاحظ؟

بوجه عام:

لت قيم كل منهما بح�سب  �إذا كان معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �س، �ص هو )ر(، وعُدِّ
العلاقة:

�س* =  �أ �س + ب ،  �ص*  = جـ �ص + د ، حيث:
�أ، ب، جـ، د �أعداد حقيقية، �أ ≠ �صفرًا، جـ ≠ �صفرًا، ف�إن معامل الارتباط بين �س*، �ص* 

ي�ساوي:
)ر( �إذا كانت �إ�شارتا �أ، جـ مت�شابهتين. 	)1
)- ر( �إذا كانت �إ�شارتا �أ، جـ مختلفتين. 	)2
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مثال  )3(

�إذا كان معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �س، �ص هو - 0٫8، فجد معامل الارتباط بين  �س*، �ص* 
اللذينِ يمثلان الم�شاهدات بعد التعديل في كل مما ي�أتي:

�س* = 2�س+5      ،  �ص* = �ص– 5 	)1
�س* = -4�س+5   ،  �ص* = 6�ص – 5 	)2

�س* =  5 – 8�س   ،  �ص* = - �ص – 5 	)3

الحل
معامل �س هو )2( موجب، ومعامل �ص هو )1( موجب، والمعاملان لهما الإ�شارة نف�سها؛  	)1

لذا ف�إن  ر = -0٫8
الإ�شارة  لهما  لي�س  والمعاملان  �سالب، ومعامل �ص هو )6( موجب،  �س هو )-4(  معامل  	)2

نف�سها؛ لذا ف�إن  ر = 0٫8
معامل �س هو )-8( �سالب، ومعامل �ص هو )-1( �سالب، والمعاملان لهما الإ�شارة نف�سها؛  	)3

لذا ف�إن ر = -0٫8

4تدريب 

�إذا كان معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �س، �ص هو 0٫65، فجد معامل الارتباط بين �س*، �ص* 
في كل مما ي�أتي:

�س* = -8�س+5      ،  �ص* = 8 - �ص 	)1
�س* = �س+5            ،  �ص* = 6�ص – 5 	)2

�س* =  20 – 7�س   ،  �ص* = �ص – 5 	)3

فكر وناقش 
ف بالكلمات �أثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�سون. �صِ
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الأسئلة

النقط: )7، 7(، )8، 6(، )6، 5(، )5، 8(، )9، 4(، )6، 4(، )10، 3( تمثل القيم المتناظرة  	)1
لمتغيرين. ار�سم �شكل الانت�شار بين المتغيرين: �س، �ص، محددًا نوع العلاقة التي تربط بينهما.

الجدول الآتي يبين بُعْد م�ؤ�س�سة ا�ستهلاكية عن مركز المدينة بالكيلومتر )�س(، وحجم مبيعات الم�ؤ�س�سة  	)2
بالألف دينار �شهريًّا )�ص( لخم�س م�ؤ�س�سات. اح�سب معامل الارتباط بين المتغيرين: �س، �ص. 

762312�س
119686�ص

اح�سب معامل الارتباط بين المتغيرين: �س، �ص للقيم المبينة في الجدول الآتي: 	)3
60707595�س
801009050�ص

 - �س (2 = 20،
ك
)�س

7

ك=1
	�إذا كان �س، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما )7(،   )4

ك - �ص ( = -8:
 - �س ( ) �ص

ك
)�س

7

ك=1
 - �ص (2 = 500، 

ك
)�ص

7

ك=1
       

�أ‌ ( جد معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �س، �ص. 	  ب‌( حدد نوع العلاقة بينهما.

	�أي معاملات الارتباط الآتية �أقوى: )5
د  ( – 0.8 		 جـ( 0.8 		 ب‌( – 0.9 		 �أ‌ ( 0.7

	�إذا كان معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �س، �ص هو 0٫85، فجد معامل الارتباط بين  )6
�س*، �ص* في كل مما ي�أتي:

 �أ  (  �س* = -9�س + 15  ،  �ص* = 8 - 2�ص
ب(  �س* = 4�س + 52   ،  �ص* = �ص - 5

جـ(  �س* =  17 - 7�س  ،  �ص* = 5�ص - 3
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Regression Lineخط الانحدارثانيًا

العمل وعدد  �ساعات  الأجهزةالكهربائية وجود علاقة بين عدد  لبيع  لاحظ �صاحب محل 
الأجهزة المبيعة كالآتي:

12458عدد �ساعات العمل
357812عدد الأجهزة المبيعة

بناءً على المعطيات ال�سابقة، هل ي�ستطيع �صاحب المحل �أن يتنب�أ بعدد الأجهزة المبيعة �إذا عمل 
مدة 10 �ساعات؟ 

التي  �صر(  )�سر،  النقط  و�أن  متغيرين،  بين  الانت�شار  �شكل  ر�سم  يمكن  كيف  �سابقًا  تعرفت 
تربطها علاقة خطية تتجمع حول خط م�ستقيم يمر بعدد منها، ويتو�سط النقط الباقية التي تتوزع 
على جانبي الخط الم�ستقيم، و�أن النقط التي لا تقع على الخط الم�ستقيم تُ�سبِّب خط�أً في التنب�ؤ يُعَّرب 

عنه بال�صورة الآتية:
الخط�أ في التنب�ؤ = القيمة الحقيقية  - القيمة المتنب�أ بها

و�إذا رُمِز �إلى القيمة الحقيقية بالرمز �صر، و�إلى القيمة المتنب�أ بها بالرمز �صر، ف�إن
الخط�أ في التنب�ؤ = �صر -  �صر

يمكن تمثيل العلاقة بين المتغيرين بمعادلة الخط الم�ستقيم الآتية: �ص = �أ �س + ب، وتُعرف هذه 
المعادلة با�سم خط الانحدار، حيث:

�أ =  

ب = �ص - �أ �س

ك - �ص (
 - �س ()�ص

ك
 )�س

ن

ك=1
 

 - �س (2
ك
)�س

ن

ك=1
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يمكن حل الم��سألة الواردة في بداية الدر�س باتباع الخطوات الآتية:

4 = 
 
20
5   = )8+5+4+2+1(

5 )1( �إيجاد الو�سط الح�سابي لقيم )�س(، وهو �س  =  

7 = 
 
35
5   = )12+8+7+5+3(

5 )2( �إيجاد الو�سط الح�سابي لقيم )�ص(، وهو �ص  =  
)3( �إن�شاء الجدول الآتي:

ك
�س

ك
 – �س�ص

ك
– �ص�س

ك
 – �ص(�ص

ك
 – �س()�ص

ك
 – �س(2)�س

ك
)�س

133-4-129
252-2-44
470000
581111
812452016

003730المجموع

)4( �إيجاد قيمة �أ =  

1٫2 =
  

37
30  =        	  

)5( �إيجاد قيمة ب = �ص – �أ �س
2٫2 = 4 × 1٫2 – 7 =                   	

)6( معادلة خط الانحدار �ص = �أ �س + ب
                                        �ص = 1٫2 �س + 2٫2

والآن، �إذا عمل �صاحب المحل مدة 10 �ساعات ←  �س = 10، ف�إن:
�ص = 1٫2 × 10 + 2٫2 = 14٫2  ≈ 14 جهازًا.

∴ يمكن �أن يبيع �صاحب المحل 14 جهازًا �إذا عمل مدة 10 �ساعات.

ك- �ص (
ك- �س ( )�ص

 )�س
5

ك= 1
 

ك- �س (2
)�س

5

ك= 1
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مثال  )1(

الجدول الآتي يبين علامات خم�سة طلاب في امتحان لمبحثي الجغرافيا والتاريخ، علامته الق�صوى 10:
12345رقم الطالب

156810علامة الجغرافيا )�س(
678910علامة التاريخ )�ص(

جد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بعلامة مبحث التاريخ �إذا علمت علامة مبحث الجغرافيا. 	)1
ر علامة طالب في مبحث التاريخ �إذا كانت علامته في مبحث الجغرافيا 7 قدِّ 	)2

جد الخط�أ في التنب�ؤ بعلامة طالب في مبحث التاريخ �إذا كانت علامته في مبحث الجغرافيا 5  	)3

الحل
لإيجاد معادلة خط الانحدار: 	)1

6 = 
 
30
5  = )10+8+6+5+1( 

5  
جد المتو�سط الح�سابي لقيم )�س(، وهو �س  =

8 = 
 
40
5  = )10+9+8+7+6(

5  
جد المتو�سط الح�سابي لقيم )�ص(، وهو �ص  =

�أن�شئ الجدول الآتي:

ك
�س

ك
 – �س�ص

ك
 - �ص�س

ك
– �ص(�ص

ك
– �س()�ص

ك
– �س(2)�س

ك
)�س

165-2-1025
571-1-11
680000
892124

101042816
002146المجموع

| ≥∩∴><}{{}ø ∞⊆∇Δó∅ ⊂≠ ≤≤

∴ |-2�س| �س  )–1، 1( ∪ ) 3، ∞ (
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جد قيمة �أ =  

0٫46 =
  

21
46  =         	  

جد قيمة ب = �ص – �أ �س
5.2  = 6 × 0.46 – 8 =        	

      ∴ معادلة خط الانحدار �ص =  �أ �س +  ب  هي:

                               �ص  = 0.46 �س + 5.2

	�إذا كانت علامة الطالب في مبحث الجغرافيا 7،  ف�إن  �س = 7 )2
∴ �ص = 0.46 × 7 + 5.2 = 8.42  ≈ 8

الذي ح�صل على علامة 5 في مبحث الجغرافيا كانت علامته الحقيقية في مبحث  الطالب  	)3
التاريخ 7 )انظر الجدول 1(.

العلامة المتنب�أ بها في مبحث التاريخ هي: �ص = 0.46 × 5 + 5.2 = 7.5
0.5 - = 7.5 - 7 = ∴ الخط�أ في التنب�ؤ = �صر-  �صر

1تدريب 
الجدول الآتي يبين معدل �أربعة طلاب في امتحانات الثانوية العامة والجامعة: 

1234رقم الطالب
65708085معدل الثانوية العامة )�س(

60607090معدل الجامعة )�ص(
�أجب عما ي�أتي:

جد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بمعدل الجامعة �إذا عُلِم معدله في الثانوية العامة. 	)1
تنب�أ  بمعدل طالب في الجامعة �إذا كان معدله في الثانوية العامة 88 	)2

جد الخط�أ في التنب�ؤ بمعدل طالب في الجامعة �إذا كان معدله في الثانوية العامة 70 	)3

ك - �ص (
 - �س ()�ص

ك
 )�س

5

ك= 1
 

 - �س ( 2
ك
)�س

5

ك= 1
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 - �س (2 = 15،   
ك
 )�س

8

ك= 1
�إذا كان �س، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 8،  

ك - �ص ( = 60، �س = 12، �ص = 50، فجد معادلة خط الانحدار 
 - �س ( ) �ص

ك
)�س

8

ك=1
للتنب�ؤ بقيم �ص �إذا علمت قيم �س.

الحل

– �ص (
ك
– �س ( )�ص

ك
 )�س

8

ك=1
 

– �س (2
ك
 )�س

8

ك=1
 

جد قيمة  �أ =  
  

4 =
 
60
15 =      	

جد قيمة ب = �ص – �أ �س
2 = 12 × 4 – 50 =         	

∴ معادلة خط الانحدار:  �ص = �أ �س + ب
                                        �ص = 4 �س + 2

2تدريب 
�إذا علمت �أن معادلة خط الانحدار للعلاقة بين عدد �ساعات العمل اليومي )�س( وعدد الأخطاء 

التي يرتكبها الموظف في هذا اليوم )�ص( هي:  �ص = 0.6 �س + 1، ف�أجب  عما ي�أتي:
تنب�أ بعدد الأخطاء التي �سيرتكبها موظف يعمل مدة 10 �ساعات يوميًّا. 	)1

	�إذا كان عدد الأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل 15 �ساعة يوميًّا هي 6 �أخطاء، فجد الخط�أ  )2
في التنب�ؤ.

مثال  )2(
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الأسئلة

الجدول الآتي يبين معدل خم�سة طلاب في ال�صفين: التا�سع والعا�شر. 	)1
12345رقم الطالب
5055708590التا�سع )�س(
6070607080العا�شر )�ص(

في  معدله  عُلِم  �إذا  العا�شر  ال�صف  في  الطالب  بمعدل  للتنب�ؤ   الانحدار  خط  معادلة  جد  �أ‌  (	
ال�صف التا�سع.

تنب�أ بمعدل طالب في ال�صف العا�شر �إذا كان معدله في ال�صف التا�سع 88 ب‌(	
جد الخط�أ في التنب�ؤ بمعدل طالب في ال�صف العا�شر �إذا كان معدله في ال�صف التا�سع 90 جـ(	

 – �س ( 2 = 20  
ك
)�س

8

ك= 1
	�إذا كان �س، �ص متغيرين، وعدد قيم كل منهما 8،  )2

– �ص ( = 40، �س = 15، �ص = 45، فجد معادلة خط الانحدار 
ك
 – �س ( ) �ص

ك
)�س

8

ك= 1

للتنب�ؤ بقيم �ص �إذا علمت قيم �س.

	�إذا علمت �أن معادلة خط الانحدار للعلاقة بين قيمة ر�أ�س المال )�س( والأرباح ال�سنوية ل�شركة  )3
= 0٫3 �س + 10، فجد الخط�أ في التنب�ؤ ب�أرباح �شركة ر�أ�س مالها  بالألف دينار )�ص( هي:  �ص

60 �ألف دينار، و�أرباحها ال�سنوية 27٫4 �ألف دينار.



276

أسئلة الوحدة

بكم طريقة يمكن اختيار 4 مهند�سين، و3 فنيين لتكوين لجنة من بين 5 مهند�سين و10 فنيين؟ 	)1

جد قيمة )ر( التي تحقق المعادلة: 3 ل )6، ر( = 360 	)2

	�إذا كان )�س( متغيًرا ع�شوائيًّا ذا حدين، ومعاملاه: ن = 2، �أ = 0٫4 ، فجد: )3
�أ‌   ( قيم )�س(.

ب‌( التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي )�س(.

	�إذا كان المتو�سط الح�سابي لأعمار مجموعة من الأ�شخا�ص هو 42 �سنة، والانحراف المعياري  )4
لها 4، فجد العمر الذي ينحرف انحرافين معياريين تحت الو�سط الح�سابي.

	�إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي )�س( معطى بالمجموعة: )5
      } )1، 0٫4(، )2، 0٫5(، )3، ب( {، فجد قيمة )ب(.

	�إذا كان معامل ارتباط بير�سون بين المتغيرين: �س، �ص هو )-0٫8(، فجد معامل الارتباط بين  )6
�س*، �ص* في كل مما ي�أتي:

 �أ  (  �س* = -10�س    ،  �ص* = 8 - �ص
ب(  �س* = 4�س+8    ،  �ص* = �ص - 5

الجدول الآتي يبين القيم المتناظرة للمتغيرين: �س، �ص: 	)7
1245�س
56710�ص

 �أ  ( جد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيمة �ص �إذا عُلِمت قيمة �س.
ب( تنب�أ بقيمة �ص �إذا كان �س = 14

جـ( جد الخط�أ في التنب�ؤ بقيمة �ص �إذا كان �س = 4
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	�إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فجد قيمة كل مما ي�أتي با�ستخدام جدول التوزيع  )8
الطبيعي المعياري:

			    ب( ل )ز ≥ 2٫15(.   �أ  (  ل )ز≥1٫7(.
		     د ( ل )ز ≥ - 2٫5(. جـ(  ل )ز ≤ - 1٫14(.

هـ(  ل )-1٫32≥ ز ≥ 1٫1(.
وانحرافه   ،90 الح�سابي  و�سطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  يتبع  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )�س(  كان  �إذا    )9

المعياري )5(، فجد:
		              ب(  ل ) �س ≤ 93 (.  �أ  ( ل ) �س ≥ 85(.

10( �إذا كـــان متو�سط  معدل 1000 طالبة في �إحدى مدار�س عمّان 80، والانحراف المعياري  
5، وكانت المعدلات تتوزع توزيعًا طبيعيًّا، واختيرت �إحدى الطالبات ع�شوائيًّا، فجد:

 �أ  (  احتمال �أن لا يزيد معدل الطالبة على 75
ب(  احتمال �أن يكون معدل الطالبة مح�صورًا بين 70 و 90

جـ(  عدد الطالبات اللواتي يزيد معدل كل منهن على 70

277
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جدول التوزيع الطبيعي

0^000^010^020^030^040^050^060^070^080^09
0^5000 0^0

0^1
0^2
0^3
0^4
0^5
0^6
0^7
0^8
0^9
1^0
1^1
1^2
1^3
1^4
1^5
1^6
1^7
1^8
1^9
2^0
2^1
2^2
2^3
2^4
2^5
2^6
2^7
2^8
2^9
3^0
3^1
3^2
3^3
3^4

0^50400^50800^51200^51600^51990^52390^52790^53190^5359
0^53980^54380^54780^55170^55570^55960^56360^56750^57140^5753
0^57930^58320^58710^59100^59480^59870^60260^60640^61030^6141
0^61790^62170^62550^62930^63310^63680^64060^64430^64800^6517
0^65540^65910^66280^66640^67000^67360^67720^68080^68440^6879
0^69150^69500^69850^70190^70540^70880^71230^71570^71900^7224
0^72570^72910^73240^73570^73890^74220^74540^74860^75170^7549
0^75800^76110^76420^76730^77040^77340^77640^77940^78230^7852
0^78810^79100^79350^79670^79950^80130^80510^80780^81060^8133
0^81590^81860^82120^82380^82640^82890^83150^83400^83650^8389
0^84130^84380^84610^84850^85080^85310^85540^85770^85990^8621
0^86430^86650^86860^87080^87290^87490^87700^87900^88100^8830
0^88490^88690^88880^89070^89250^89440^89620^89800^89970^9015
0^90320^90490^90660^90820^90990^91150^91310^91470^91620^9177
0^91920^92070^92220^92360^92510^92650^92790^92920^93060^9319
0^93320^93450^93570^93700^93820^93940^94060^94180^94290^9441
0^94520^94630^94740^94840^94950^95050^95150^95250^95350^9545
0^95540^95640^95730^95820^95910^95950^96080^96160^96250^9633
0^96410^96490^96560^96640^96710^96780^96860^96930^96990^9706
0^97130^97190^97260^97320^97380^97440^97500^97560^97610^9767
0^97720^97780^97830^97880^97930^97980^98030^98080^98120^9817
0^98210^98260^98300^98340^98380^98420^98460^98500^98540^9857
0^98610^98640^98680^98710^98750^98780^98810^98840^98870^9890
0^98930^98960^98980^99010^99040^99060^99090^99110^99130^9916
0^99180^99200^99220^99250^99270^99290^99310^99320^99340^9936
0^99380^99400^99410^99430^99450^99460^99480^99490^99510^9952
0^99530^99550^99560^99570^99590^99600^99610^99620^99630^9964
0^99650^99660^99670^99680^99690^99700^99710^99720^99730^9974
0^99740^99750^99760^99770^99770^99780^99790^99790^99800^9981
0^99810^99820^99820^99830^99840^99840^99850^99850^99860^9986
0^99870^99870^99870^99880^99880^99890^99890^99890^99900^9990
0^99900^99910^99910^99910^99920^99920^99920^99920^99930^9993
0^99930^99930^99940^99940^99940^99940^99940^99950^99950^9995
0^99950^99950^99950^99960^99960^99960^99960^99960^99960^9997
0^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^9998

CG

CG0
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: المراجع العربية �أوًال
من�صور عو�ض، مبادئ الإح�صاء، عمّان: دار ال�صفاء للن�شر، 2006م. 	-1

الأدبي  الفرع   / الثانوية  للمرحلة  الريا�ضيات  )الأردن(-  المدر�سية  والكتب  المناهج  	�إدارة  -2
)الم�ستويان: الثالث والرابع(، عمّان، ط1، وزارة التربية والتعليم، 2016م.

ثانياً: المراجع الأجنبية
1-	 Howard Anton, Irl Bivens, Stephen Davis- Calculus Early Transcendentals - 

Tenth Edition.

2-	 Larson, Hosteler-Precalculus - 7th Edition - Boston.

3-	 Salas, Hille, Etgen - Calculus one and Several Varibles -Tenth Edition 2007 John 

Willy and sons.
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